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Introduction

La question des dérivés fractionnaires est abordée deés 1695 par Leibnitz dans une lettre
de L’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait étre la dérivée d’ordre un
demi de la fonction f, Leibnitz répond que cela méme & un paradoxe dont on tirera un jour
d’utiles conséquences. Plus de 300 ans aprés, on commence seulement a venir a bout des
difficultés.

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler
(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc... Différentes
approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.
- La limite du taux d’accroisement d’une fonction se généralise sous la forme de la formule
de Grunwald-Letnikov, trés utile numériquement,

- L’intégration, opération inverse, via la formule intégrale de Liouville, méne aux formules
de Riemann-Liouville et de Caputo et de Hadamard.
- Enfin les transformations de Fourier et de Laplace associent la d erivation fractionnaire &
une multiplication par (i£)® ou p® avec o non entier.

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. C’est Lacroix (1879)
qui montre que pour f(t) =t* et a > 0,

d? = I‘(a%—l)taf%
dtz I'(a+3)

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo, entre
autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on définit les

dérivées et intégrales non entiéres.
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Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés princi-
palement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([?], 1993), celui de Rubin ([10],
1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([7], 2006).

Les équations différentielles d’ordre fractionnaire sont des généralisations des équations
différentielles classiques, qui sont utilisées par exemple dans certains domaines de la physique
faisant intervenir des phénomeénes de diffusion comme 1’électromagnétisme, I'acoustique ou
la thermique.

On propose dans ce travail, de faire une synthése de certains travaux sur ’existence et
I'unicité de quelque équations et systémes différentielles fractionaires de type Hadamard
avec certaine conditions aux limites. Cette étude est basé sur les travaux de B. Ahmad, A.
Alsaedi, S. K. Ntouyas, et J. Tariboon ([1], [2], [3]).

Ce mémoire est réparti en trois chapitres.:

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux
de la théorie de ’analyse fractionnaire, un rappel et quelques concepts préliminaires seront
introduits comme la fonction Gamma, la fonction Béta, qui joue un role important dans la
théorie de calcul fractionnaire, et notions de base relatives au calcul fractionnaire telles que
: intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sens Riemann-Liouville, Caputo,
et celle de Hadamard, qui sont les plus utilisées.

Dans le seconde chapitre, on abordera la question d’existence et d’unicité de la solu-
tion pour le probléme aux limites d’équation différentielle d’ordre fractionnaire de type

Hadamard suivant :

ADoy(t) = f(t,u), 1<t<e, 1 <a<2
u(l) =0, ule) = jﬁru(e) = ﬁﬁ) i (log §)B_1@ds, B>0

ou #D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Hadamard, f : [1,¢] x R — R est une
fonction continue.
Dans le troisieme chapitre on va considérer un probléme étudiée par Ahmad. B dans

[1], c’est le probléme aux limites d’un systéme d’equation différentielle fractionnaire de type
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Hadamard s’écrit comme :

[ HDoy(t) = f(t,ut),v(t), 1<t<e, 1<a<?2
ADBy(t) = g(t,u(t),v(t), 1<t<e, 1< <2

)

U(l) =0, U(G) = j’yu(al) F(l,y) fl ' 10g %)7_1@d5, v > 0, 1<o1<e
L v(1) =0, v(e) =T (o) = F(l,y) I log(%)%l@ds, 7>0,1<oy<e

Ou D°, (§ = a.B), est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre §, J” est l'integrale
fractionnaire d’ordre v, f, g : [1;¢] x R x R — R sont des fonctions continues.

L’existence et I'unicité d’une solution continue de tous les problémes est établit par
la transformation de ce probléme & une équation intégrale équivalente, dont la solution
est identi ée & un point fixe d’'un opérateur contractant (sous certaines hypothéses sur la

fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement choisi.



Chapitre 1

Notions de base relatives au calcul

fractionnaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie de ’analyse fractionnaire. Nous présentons également
les fonctions Gamma, Béta, qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions

jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Espaces d’intégration et fonctions absolument con-
tinues

Dans cette section, nous présentons des définitions d’espaces des fonctions p-intégrables,
absolument continues, et les fonctions continues et leurs modifications pondérées. Nous
donnons également les caractérisations de ces espaces modifiés qui seront utilisés plus tard.

Soit 2 = [a,b], (w00 < a < b < 400), un intervalle fini ou infini de R. Nous désignons

par LP(a,b) (1 < p < 400) ’ensemble des fonctions mesurables f sur Q avec || f|| < +oo, ou

b 7
11 = (/ |f(t)|”dt) l<p<too

et
[flloe = sup |f(t)].
a<t<b
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Maintenant soit [a, b], (—oo0 < a < b < +00), un intervalle fini de R. Nous désignons par

ACa, b] 'espace des fonctions absolument continues sur [a, b], ol

f(t)e ACa,b) < f(t) =c+ /tgo(r) dr, ¢ (1) € L'(a,b),

et donc une fonction absolument continue f(t) a une dérivée f (t) = ¢ (t) presque partout
sur [a,b], et f(a)=c.

Pour n € N = {1,2,3,...}, on note AC"[a,b], 'espace des fonctions f(t) ayant des
dérivées continues jusqu’a l'ordre n — 1 sur [a, b] tel que

[t e ACla,b]
AC™a,b] = {f : [a,b] = R/ f"'(t) € AC[a,b]}

En particulier, AC'[a,b] = AC'[a, b].

Nous utilisons également une modification pondérée de I'espace AC"[a, b, dans laquelle la

d d
dérivée usuelle D = 7 est remplacée par la dérivée dite d—dérivée, définie par 6 = tD = ta

Nous désignons par AC} ,[a,b], (n € N, u € R), espace des fonctions mesurables g sur
(a,b) telles que t"g(t) a une d—dérivées jusqu’a l'ordre n — 1 sur [a,b] et 6" ' [t'g(t)] est

absolument continu sur [a, b] :
ACY Ja,b] = {f - [ [a,b] = R/ 6" " [t*g(t)] € AC [a,b]} .
En particulier, lorsque p = 0, 'espace .ACy'[a, b] = ACY[a, b] est défini par :
AC}la,b) = {f : [a,b] = R/ 6" "g(t) € AC |a,b]}.

Sip=0etn=1,lespace ACY [a,b] coincide avec AC [a,b].

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.2.1 On appelle Gamma la fonction définie par
+o0
['(z) = / t*te7'dt, (2 € C,Re(z)>0).
0

avec 771 = elz=1)Int,
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Exemple 1.2.1 1. T'(1) = [ etdt = 1.

2.T(}) = 0+°° ti-le~tdt = 0+°° tm2etdt = 2f0+oo e " dr = /7 (posant le changement de

variable t = 7).

Lemme 1.2.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C* sur R* , (resp.holomorphe

sur le demi plan z € C,Re(z) > 0) et
+o0o
Vk € N*Vz € R% (resp. z € C, Re(z) >0); TW(z) = / (Int)*t= e~ dt.
0

Lemme 1.2.2 Pour tout z € C, Re(z) >0, n € N*, on a

1. T(z4+1) = =zI'(2).
2. I'n) = (n—1)L
3. I'(n+ %) (222,!7;,/;

Preuve.

1. Représentons I'(z + 1) par l'intégrale d’Euler et intégrons par parties:

+o0 +o0
I(z+1) = / te tdt = [—t*e 1§ + z/ e tat
0 0
= z2I[(z).

2. 1l suffit d’appliquons 1 pour z =n — 1.

(2n)!v/m

3. Nous allons démontrer la formule I'(n + %) = ———— par récurrence sur n € N.

4nn!
1 0)!
-Pour n =0, onaF(O—|—§) = (4)0(\){% = /.

-Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considérons n.C-a-d que sup-
I(( 1)—|-1) (2(n —1)\/m
osons que I'((n — —) =
POSORS 4 2 T 4D (p — 1)l

veérifié. Alors

1 1 1 1 (2(n —1)/7
Hnvg) = (=l =50 = =3 et — 1
_ (Zn - 1) (2(n — 1)\\/7
2 ) 4 — 1)
2n (20 — 1) (2(n — 1)\W/7
2n 2 40=D(n —1)!
_ @) s

4nnl

Donc la formule est vériffiée pour n.
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Remarque 1.2.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non

entiére par la formule

r(z) - L2,

z

et la transition d’un intervalle & un autre (—1,0),(—2,—1),(—3,—1), ...

La fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

L3+ _TG)

Exemple 1.2.2 1) ['(-1) = — =—% =27
3 3
o D(=3+1) T(-3) 27 4yx
2 2

T2
Graphe de la fonction T'(z).

L

Graphe de la fonction I' d’Euler

Proposition 1.2.1 Pour tout p > 0, on a

i nPn!
1m .
n—>+oop(p—|—1) (p—f-z) ...... (p-l—n)

['(p) =

Preuve. Considérons la fonction
n t n 1
f(n,p) = 1—— ] tP7dt.
0 n

lim f(n,p) =T (p).

n—-+4o0o

On peut facilement voir que
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D’une autre part, par 'intégration par parties on obtient
n ¢ n ¢ ntp n 1 n ¢ n—1
fn,p) = / (1——) trldt = {(1——) —} +—/ (1——) tPdt
0 n n/j Plog PJo n
1 [ AN
S
P Jo n
encore fois, en intyégrant par parties
1 [ AN
rnp = 5[ (1-1) va
PJo n
1 t\" et " —1) " t\"?
) e ) e
p n) p+1ly npp+1)Jo n
n n—2
- M/ (1_2) anti3
n’p(p+1) Jo n
aprés I'intégration par parties n fois, on obtient

Flnp) = n(n—l)...[n—(n—l)]}/{)” (1—%)n_nt7’+("1)dt

n”p(p—l—l)...'[p—i—(n—l)
n! ar
=

n'p(p+1)...[p+m—-1)] [n+p],
nln?
plp+1)..(p+n)
Par conséquent
n!n?

F<p):nl—igloop(p—F1)(p+2)...(p+n)'

1.2.2 La fonction Béta

Définition 1.2.2 La fonction de Béta est un type d’intégrale d’Fuler définie par
1
B (p,q) =/ " (1=1)"""dt, (p,q€C, Re(p) >0, Re(q)>0).
0

Pour tout p,q € C, avec Re (p) >0, Re(q) >0, on a

I'(p)T (q)

Blp.o) = I'(p+q)
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Preuve. Soit D = (0,+00) x (0,+00), on a

+oo +00
L(p)T(q) = ( / wp‘le‘mdx) ( / yq‘le‘ydy)
0 0
= // 2Py e @) dady.
D
En utilisant un changement de cordonnée, considérons les nouvelles cordonnées :

{u:$+y { T =uv
— _z = — ’
v=15 y=u(l—0)

9 (z,y) v
= =—-uw—u(l—-v)=-u
7w [1-v e

et

De méme que le domaine D’ correspondant & D dans les cordonnées u, v est
D' ={(u,v) /Ju>0,0<0v <1}

Alors

//xp_lyq_le_(”y)dxdy = // (uv)p_l (u(l—v))q_l e " — uldudv
D i

= // uPT P (1 — ) e dudy

+00 1
— / / PP (1 — 0) T e dudo
0 0

400 1
- (/ up+qle“du> / (1 — o) do
0 0

= I'(p+4q)B(pq).

par conséquent

1.3 Intégrales fractionnaires

Cette section sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au cal-
cul fractionnaire telles que : 'intégration fractionnaire de Riemann Liouville et I'intégration
fractionnaire de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens Riemann-Liouville, Caputo,

et Hadamard, qui sont les plus utilisées.
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1.3.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Fonctions définies sur [a, ).
Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b].

Notons par (I;Jr f ) la primitive de f qui s’annule en a :

Vielab): (Thf) (1) = / ) dr

L’itération de (I;+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont

la dérivée s’annule en a. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini.
t u
@ty 0 = @eizin) = [ ([ 1o a
t
= / (t—71) f(1)dr.

Soit n € N*. En notant (I;+ f )n la niéme itération de (I;+ f ) , une récurrence directe montre
que

(T )" (1) = ﬁ / (t— )" £ (7) dr.

Si on note g = (I;+ f )n , g est donc 'unique fonction vérifiant
VO<k<n-—1, ¢®(a)=0, ¢ =7
L’égalité g™ = f justifie la définition suivante:

Définition 1.3.1 Soit n € N*. L’intégrale a gauche d’ordre n de f , que l’on note (I;lf)
est définie par :

TN O = gy [ =T )

(n—1
Gréce a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriétée I' (n 4+ 1) = n!,V n € N, qui permet de généraliser la définition 1.3.1 de la

maniére suivant:

Définition 1.3.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o > 0
de f est définie par :

1

Vie bl @0 = [e—rrts@en

10
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De méme maniere on définit l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & droite

d’ordre o > 0 est définie par :

b
Vielabl; (T2)) “):%a) / (r— 1)1 £ (7) dr.

Fonctions définies sur R" et R.

Il est naturel d’étendre la définition 1.3.2 aux axes R™ et R. Notons ces opérateurs (Ig‘+ f )

et (Iﬁf)
Vi € R (T3 f) (1) = )/< — e f () dr

t—Ta Lf(r)dr.

a\w

Vi e Ry (Z9f) (¢
Proposition 1.3.1 [7]. Pour a >0, 3> 0, on a

1. (z;g (t — a)ﬁfl) (t) = T (t —a)*"t,

I'(a+p5)
2, (I;z (b—t)ﬁ’l> (1) = %(b—t)’”ﬁl.
Preuve.
1.
(22 (=0 Y) (1) = ﬁ/ _ )’V dr, posons T —a =5 (t —a)

_ %/ (t—a)—s(t—a)* " (s (t— a))’ " (t — a) ds
- Fltm o / 71 (1— 5 ds
~ 0T B, | B - TR0
- %(t—a)‘”ﬁ‘l.

2. Méme ideé (le chengement de variable est b —7 = s(b—1t)).

Théoréme 1.3.1 [7]. Si f € L'([a,b]), alors I f existe pour tout « > 0 et I f €
L ([a,b]) -

11
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Proposition 1.3.2 [7]. Soit « >0, 8 >0, et f € L' ([a,b]). Alors
T8I f(t) =TI f (1) = Tt f (1),

Preuve. On a

B0 = i [0 (g [ -9 s,

_ 1 T et g changement de I'ordre
= —F<04)F(5)/a/a (t—7)""" (r—s)""" f(s)dsdr,

_ ;/atf(s) /: (t— 1) (r — 5)* L drds,

d’intégration

['(a)T ()
Posons u = T~ , alors
t —
LI 00 = o | A9 ([ am ) as
_ Ly L
- /f B (0. ) duds.| B (0 6) = 5 2=

(t —s)* 1 ds

rmﬂwm a+5g/f

_; ' _Sa+ﬁ71 s)ds
- Fm+ﬂ%é<t )51 f(5)d
= I27F (1)

1.3.2 L’intégrale fractionnaire de Hadamard

Soit [a, b] , un intervalle fini ou infinie tel que (0 <a < b < +00), et f: [a,b] — R.

Définition 1.3.3 [7]. Soit o > 0. L’intégrale fractionnaire de Hadamard o gauche (resp. & droit)
d’ordre o de f est définie par :

(Tax f) (t) = ﬁ /at (log ;) o f(TT>dT.

(resp.

12
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Sia=0etb=o00, ces définitions sont données par :

(Jor f) () = ﬁ /Ot (log ;)M @dﬁ (x> 0).

et

(T°F) () = ﬁ / T (o) f%h, (x> 0).

Proposition 1.3.3 [7]. Sia>0,5>0et (0<a<b<+40c0), on a

1. ( o <log 2)5_1 (t) = % (log é)ﬁ+a_l.
2. (ja (log %’)51 (1) = % (log %’)mal.

Preuve. 1. On a

(72 ()Y 0= s f (o) 2

B L 1 t le—slogi s — ’ 1CL <_> GSIOgé §
— F(a)/o loga(z)s . { loga} log . d
_ 1 1 7 (s —1)*" - o 5

) /0 (=1 {log (aﬂ !

- 1 + B+a—1 o r (O./) I (ﬁ)

= T {log (a)] B (a,B), ‘B(&’ﬁ)_ml.

a)
- e ()

2. Méme ideé. m

—

Proposition 1.3.4 [7]. Soit a« >0, >0 et1<p < 0.
Si0<a<b<+oo, et feLP(a,b). Alors

J&TNf = TNPF, (c<0).

a

TJETLf = TPF, (e >0).

13
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1.4 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définition de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette section
les définitions des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Hadamard

qui sont les plus utilisées et nous donnons certaines de leurs propriétés.

1.4.1 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Ces approche dites encore a partir des primitives est sont basé sur l'intégration afin de
définir la dérivation non entiére.

2
Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique — = 0,Z}, on peut définir

dt — ar?
une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :

d — i Oa It]_fa.

dte — dt
Plus généralement, si o > 0, et n = [a] + 1 on peut poser:

> dr

_ n—ao

S _° o7
dto e e

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.4.1 Soit o > 0, et n = [o]+ 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre o de f est définie par :
d\" 1 [ a1
D° (=) oZf(t) = —— — —7)" -
We ] Def (0= () oTH IO = poas g | G-

De plus on a vu que la définition 1.4.1 d’intégrale a droite était associée a ;—f. Le raison-

nement précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 1.4.2 Soit a« > 0,et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

a droite d’ordre o de f est définie par:

n _1\" n b
ve ] Dif )= (~5) 0T 0 = ot s [ @

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.

14
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Définition 1.4.3 Soit a > 0, et n = [a] 4+ 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & gauche
d’ordre o de f est définie par :

d\" dr [t a1
VteR, DYf(t) = <E) oITTf (1) = ﬁ%/ (t—7)""""" f(r)dr.

—00

—d
De plus, on a vu que la définition 1.4.3 d’intégrale a droite était associée a I Le

raisonnement précédent conduit donc a la définition suivante :
Définition 1.4.4 Soit o > 0,et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & droite

d’ordre oo de f est définie par :

Vi€ R, Df (1) = (—%) T ()= s [ = war

Remarque 1.4.1 1. Pour a=0,etn=1. On a

D2+f(t) = % (I;+f) = f(t)

2. Tout ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

n — n — dn
e | DI O=DHO= gm0
Dy f(t) =DLf(t) = (=1)" == f ()

Proposition 1.4.1 [7]. Poura>0,3>0et—a>0. Ona

1. (D;“+ (t — a)‘**l) (t) = % (t— a)ﬁ,a,l
2 (Dg (- 1)) (1) = % S

Preuve.

1. Posons f (t) = (t — a)ﬁ_l , d’aprés la définition 1.4.1, et proposition 1.3.1, on a

<%)n(t—a)na+ﬁl = n—a+f-1)(n—a+p5-2) ..
—a4p-1

(n—a+p—1-(n—1)(t—a)
= n—a+B-1)(n—a+B-2)..B-a)t—a) ",
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1.4. Dérivées fractionnaires

et d’autre coté
F'n—a+p) = m—a+-1)T'n—a+5-1), F(x+1) =2l (2)

= m—a+pf-1)n—a+p-2)T(n—a+p5-2),
= m—a+pf-1)n—a+p-2)...(B—a)['(B—a).

Donc
DD = o -atf=Da-a+i-2). (-
m—a+p-—1)n—a+p-2)..(6—a)T(B) foa—1

m—a+p-—1)n—a+p-2)...—a)T (8 —a)
I'(f—a)

B—a—1

2. De méme maniére.

Remarque 1.4.2 [7]. Pour A\=0—1,a=0, on a

P(A+1) A—a .
(DngtA) (1) = oarnl & S - A¢{1,2,...,n} A1
0, si a—Xe{l,2,...,n}

Sia—Ae{l,2,.,nf=a—-A=m= A A=a—m,me{l,2,...n}.
C-a-d
(Dgt*™) (t) =0, me{1,2,..,n}

Proposition 1.4.2 [7]. Soita >0, >0, n=[a]+1, (1 <p<o0).
On a les propriétés suivantes :

1. Si f(t) € L ([a,b]), alors

(D Zye /) () = f (1) et (Dy-Ly-f) (t) = (1)

2. Sia> et f(t) e LP([a,b]), alors

(PLzef) = (T7f) () et (DL f) () = (T77F) ().

16



1.4. Dérivées fractionnaires

3. Si f(t) e L' (ja,0]), (Iggﬁ f) e AC™ ([a,b]), alors

(2 f) " ()

TaDeN® = JO-) Fa—grgy -

k=1

n _1\n—k n—a g\ (n—Fk)
@oene = ro-y Iy

k=1

4. Si f(t) e C([a,b]), ¢g=|a+ p]+1, alors

(DDl ) () = (D7r) (1) et (DD f) (1) = (D37F) (0).

1.4.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur 'interversion des compositions dans la formule de définition
1.3.1, semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de

Caputo.

Définition 1.4.5 [7]. Soit o > 0, n = [a]+ 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & gauche
d’ordre o de [ est définie par :

Viteab], DY f () = I %o (%) ft) = ﬁ/ (t— 7-)”_“—1 Fm) (1) dr.

Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 1.4.6 [7]. Soit a > 0,et n = [a]+1. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite
d’ordre o de [ est définie par:

n b
Vtela,b], “Df(t) = I %o (—%) f(t) = m/t (t—7)" ) (1) dr.

Remarque 1.4.3 [7]. Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux

dérivée classique:

D) = FU0) - 1 (a)

Vn € N¥;
Dy ft) = (=1)"(f) - f7 (1))

Le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par limite inférieure.

17



1.4. Dérivées fractionnaires

Lemme 1.4.1 [7]. Soit « € Rt —N et n=[a]+ 1. Si f € AC™([a,b]), alors

lim DY () = [0,

a—n—

lim “Di f(t) = (=1)" f"(0).

Proposition 1.4.3 [7]. Pour « >0, 5> 0, on a
I'(B)

LD =) ) =gy 0 G
2. (Cp,gv_ (b— t)/“) (t) = % b—t)""", B>n

Preuve.

1. Posons f (t) = (t — a)ﬁf1 , d’apres la définition 1.4.5, on a :

(Pef) () =T (%) 1= ﬁ / (¢ =) f (r) dr.
et
(%) (t— a)5—1 = B-DB-2)...B-1-(n-1)({t—a) "
= B-1D(B—-2)...(8—n)(t— a)ﬁ—n—l
d’ou

(5—1)(5—2)(5-%) ! _Tnfozfl 7__aﬁflfn -
s [yt -

(“Dgef) (1) =
posons T —a = s (t — a)

L BDEDBn) et [ et g,

I'n—a)
_ B-1)B-2)..B=n), sa1p. .5 .
— T o (t —a) B( ,B—n)
Bln—a,p—n) = LTSN

I CEV R IR QU I PR
I'(n—a)T(6—n)
I (ﬁ) (t . a)ﬁ—a—l ‘

I'g—a)

2. De méme maniére.
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1.4. Dérivées fractionnaires

Remarque 1.4.4 [7]. Pour A\=0—1,a=0, on a

P(A+1) A—a .-
s A ¢40,1,2,...,n—1
(“Dg 1Y) () = { F(A=a+D) #1 Y

0, si Ae{0,1,2,...,n—1}
C-a-d

(“Dg.t™) (t) =0, m € {0,1,2,....n — 1}.

Théoréme 1.4.1 [7]. Soient o > 0 et n = [a] + 1. Si f : [a,b] — R, si f posséde (n — 1)

dérivées en a et (Dgﬁr f) existe. Alors

3
-

f* (a)
!

(“Dgi f) (8) =D | f () = (t—a)|.

B
Il

0

presque pour tout t € [a,b].

Corollaire 1.4.1 [7]. Soient a >0, n = [o] + 1 et (D% f) (¢), (9D f) (t) sont ewistent,
on suppose que f*) (a) =0 pour k =0,1,...,n — 1. Alors

(“Dg f) (1) = (D3 f) (1)

Proposition 1.4.4 [7]. Soit « >0, >0, n = [a] + 1.
On a les propriétés suivant:

1. Si f(t) € C([a,b]), g = [+ B] + 1, alors
(“Pz DL 1) ()= (D F) (1), et (O3 9D ) () = (“DEHF) (1),

2. Si f(t) € C™([a,b]), ou f(t)e AC™ ([a,b]), alors

n—1
(Zo °D f) (1) = f() = L@ (¢ —a).
k=0
n—1
(T oDy £) (1) = f(t) =Y EL L0 )t
k=0
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1.4. Dérivées fractionnaires

1.4.3 Dérivées fractionnaires de Hadamard

d
Soit [a, b] , un intervalle de R, et on a la fonction f : [a,b] — Ret ((5 = t%) le —dérivé. et

AC3 [a,b] = {g: [a,b] — C': 8" 'g(t) € AC[a,0],6 = t%}.

Définition 1.4.7 [7]. Soit a > 0 et n = [o] + 1.

Les dérivées fractionnaires de Hadamard a gauche et a droite d’ordre o de f sont définies

par :
("D f) (1) = " (TN f) (t) N (1.4.1)
= () rama [ (eer) e o,
et
("Dy-f) (1) = (=0)" (2 f) (#)
_ (—t%) ﬁ/t (1og%)"_a_l@d7, (t<D).
respectivement.

Proposition 1.4.5 [7]. Sia >0, § > 0, alors

1. (HD3+ (log 2)51 (t) = % <1og é)ﬁal.

2. (HD;; <log %)B_l (t) = % (log %)B_a_l.

En particulaire, si B =1, on a

1. ( D21) () = G <logE _a.

F(Fl — ) Z »
2. (D 1) (1) = % (log g) .

Preuve.

B—1
t
1. Posons f (t) = (log —) , d’apres la définition 1.4.7, et proposition 1.3.3, on a
a

o0 - (g) 0= () (el (et) )
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1.4. Dérivées fractionnaires

et

(t%)n<log§)na+ﬁl _ (n—a+ﬁ—1)(n—a+5—2)..<n—a+5—1—<n—1))(

B—a—1
- (n—a—i—ﬁ—1)(n—a—|—6—2)..(ﬂ—a)(log£>
et d’autre coté
'n—a+p) = m—a+pf-1)Tn—a+5-1), I'(x+1) =2l (x)
= n—a+p-1)(n—a+B-2)T(n—a+p5—-2)
= m—a+p-1)n—a+p—-2)...(8—a)[(5—a).

donc

B—a—1
(Do f) (1) = WE<—%(n—a+6—1)(n—a—|—ﬁ—2)...(ﬁ—a)<log£)

n—a+pB-1)(n—a+p—-2)..(8—a)(B) (logf)ﬁal
m—a+pf-1)(n—a+p—-2)...(—a)[(8—a)

o (os)

2. De méme maniére. =

Remarque 1.4.5 Pour \=08—-1, a=1 on a

(p;a (logt)’\) () =masts—at+N)(n—a+r—1)..(A+1-a)(logt)* ™

S (0= (@ = 0) (0= 1= (@ = V) o (1= (0= X)) (log )™~

= F(n—a+A+1)
(A A—a .
F(/\(f;i)l) (logt)"™, si a—X¢{1,2,...,n} sl
0, si a—Ae{l,2,...n}

Sia—Ae{l,2,..,n}=a—-A=m=>A=a—-m, me{1,2,..,n} C-a-d
(D (logt)™™) =0, m € {1,2,...,n}

Proposition 1.4.6 [7]. Soit « > 0, et 5 > 0.
Si 1 <p< oo, alors, pour f € LP (a,b)

HDL Jaf=0"f et D] Jef=T7F
En particulaire, si 5 =m € N, alors

Apm gef=g5™f e "D Jef=J"f. .

21
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1.4. Dérivées fractionnaires

Proposition 1.4.7 [7]. Soit a > 0, et 1 < p < o0, alors, pour f € LP (a,b).

Hpe, gaf = [ (e<0).
1pp gef = f (e>0).

Théoréme 1.4.2 [7]. Soit a >0, et f € L(a,b) et (T f) (t) € ACY [a,b]. Alors

@2 0) 0= 0 - S B (e )

En particulaire, si « =n € N et f € AC§ [a,b], alors

(T " g ><t>=f<t>—ZW(log§) .

k=0
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Chapitre 2

Equations différentielles

fractionnaires de type Hadamard

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie de ’analyse fonctionnelle (principe de contraction de
Banach, équicontinuité, théoréme de Schauder, théoréeme d’Arzela-Ascoli,...) qui représen-
tent un outils indispensable dans notre étude.

On abordera ensuite, la question d’existence et d’unicité de la solution pour le probléme

aux limites d’équation différentielle d’ordre fractionnaire de type Hadamard suivant :

ADoy(t) = f(t,u), 1<t<e, 1 <a<2

u(1) =0, u(e) = J}yule) = w5 J; (log e)i-1uld s, 3> 0

: (2.0.1)

Ou D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Hadamard, f : [1,e] x R — R est une

fonction continue.

2.1 Quelques théorémes de point fixe

Dans cette section on a destiné aux difiérents outils et résultats de la théorie de ’analyse fonc-
tionnelles utilisés par la suite : principe de contraction de Banach, équicontinuité, théoréme

de Schauder, théoréme d’Arzela-Ascoli,...
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2.1. Quelques théorémes de point fixe

Définition 2.1.1 Soit (E,d) un espace métrique complet et F' : E — E une application
continue.

1) On dit que x € E est un point fize de F si f(u) = u.

1) On dit que F' est contractante si elle est lipschitzienne de rapport 0 < L < 1, ¢’est-a-dire

sl existe 0 < L < 1, tel que
Vu,v € E, d(F(u),F(v)) < Ld(u,v), 0 <L <1

Définition 2.1.2 (Complétement continue)

Soient X et Y deux espaces de Banach et F : X — Y wune application définie de X a
valeurs dans F. On dit que F' est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de X en un ensemble relativement compact dans Y. F' est dite compacte si F(X)

est relativement compacte dans Y.

Théoréme 2.1.1 (Banach [5])
Soient X un espace de Banach, et un opérateur contractant F': X — X.Alors F' admet un
point fize unique.

1.e Au € X tel que Fu = u.

Le deuxiéme théoréme de point fixe qu’on va énnoncer est celui de Schauder.

Théoréme 2.1.2 (Schauder [5])
Soit (E;d) un espace metrique complet, et X une partie convere et fermée de E, et soit
F : X — X une application telle que l’ensemble {Fu:u € X} est relativement compacte

dans E. Alors F posséde au moins un point fize.

Théoréme 2.1.3 (Leray-SchauderAlternative [5]) Soit X un espace de Banach, C
un sous-ensmble conveze et fermé dans X, U est un sous-ensmble ouvert de C' et 0 €
U. Supposons que F : U — C un opérateur continu et compact (F(U) est ralativement
compact de C' ). Alors

(i) F admet un point five de U. ou

(11) Il existe un u € OU et A € (0,1) avec u = AF(u)

24



2.2. Lemmes fondamentaux

Théoréme 2.1.4 (Schaefer [5])
Sotent X un espace de Banach et F : X — X un opérateur complétement continu. Si
[’ensemble

E={ue X: A\Fu=u, A€]0,1[}
est borné, alors I’ posséde au moins un point fixe.

Théoréme 2.1.5 (Krasnoselskii [5])

Soit M un sous ensmble fermé et borné, convexe et non vide d’un espace de Banach X.
Soient A, B deux opérateures tels que

(a) Ax + By € M, VYz,y € M

(b) A est compact et continu

(c) B est un opérateur contractante.

Alors il existe z € M tel que z = Az + Bz.
Enfin, nous rappelons le théoréme d’Arzela-Ascoli
Théoréme 2.1.6 (Ascoli-Arzela [5])

Soit A un sous ensemble de C(J; E); A est relativement compact dans C(J; E) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’ensembleA est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

IIf|| < K pour tout z € J et f € A.

ii) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

[ty — ta] <6 = ||f(t1) — f(t2)|| < € pour tous t1,ty € J et f € A.

iii) Pour tout x € J l'ensemble { f(z), f € A} C E est relativement compact.

2.2 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.1 Soit a > 0. Si nous supposons que u € C'(1,e) N L(1,e), alors l’equation

différentielle fractionnaire de type Hadamard:

ADMu(t) =0, 1<t<e, (2.2.1)
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admet une solution générale unique
u(t) = Cy (logt)* ' + Cy (logt)* 2 4 -+ + C,, (logt)* ™"
Preuve. Soit a > 0. D’apres la Remarque 1.4.5, on a:
ADY (logt)*™ =0, avec m=1,2,...,n.
Alors I'équation différentielle fractionnaire, admet une solution particuliére, comme
u(t) =Cyp(logt)*™, avec m=12,...,n. (2.2.2)

ou C,, € R.
Donc la solution générale de (2.2.1), donné comme une somme des solutions particuliéres

(2.2.2), C.-a-d.

u(t) =C1 (logt)* + Cy (logt)* 2 + -+« + Cyp (log )™
ounC, eR avecm=1,2,....,n. &
Lemme 2.2.2 Soit a > 0, supposons que

ueL(le), et (Jf)(t) € ACY [1,€].

Alors:
T DS u () = u (t) — Cy (logt)* ™ — Cy (logt)* > — -+« — C,, (log t)* ™™ (2.2.3)
ou C,, € R, avec m =1,2,...,n

Preuve. Soit « > 0. Pour tout u € L(1,e), et (J;7*f) (t) € AC}[1,€] (théoréme
1.4.2) on a

2 (8T ) (1)
a H a—k
D = logt
(j1+ 1+u)() ; a—k+1) (log?)
s a— 571—2 jn—au (1) a—
B ( (log £+ ( g(éf_l) ) (logt)* 2 +
- T u)(1) a—n
.+ % (logt)
On pose C,, = (6”‘;((1{1:’5—'—;))(1) € R, pour chaque m = 1,2,...,n, on trouve I'égalité 2.2.3.
[ |
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2.2. Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.3 [2/. Soit 1 <a<2,5>0,etyecC([le]).
Alors l'unique solution de probléme aux limites :
HDoy(t) = y(t), 1<t <e
=0, 1< . 02
u(l) =0, ule) = Jjrule) = r( T3 f (log e)ptERds.

est donné par :

L'(8 + a)(logt)*™
I'(B+a)—T(e)

Preuve. Supposons que u satisfait le probleme 2.2.4, alors on a

u(t) = T y(t) + [Ty (e) = Tihy(e)] (2.2.5)

1D%(t) = y(t)

En appliquant I'opérateur d’intégration fractionnaire J% aux deux membres de I’équation

ci-dessus nous obtenons
T DY () = Ty (1),
D’apres le Lemme 2.2.2, pour 1 <a <2 (n=[a]+1=2),0ona:
T HDY (1) = u (t) — Cy (logt)* " — Cy (logt)* ™, O, Cy € R,
donc
u(t) = T8y )+ Cy (logt)* ™" + Cy (logt)* 2. (2.2.6)

Les conditions aux limites implique que : u(1) =0 = C3 =0, et

Ty (e) + Co = T4 [Ty (1) + Ci (log 1)1 (e)
ue) = Jiule) = Jay(e)+Cr =Ty (e) + Criis :
C1 = Tl [T y(e) — T y(e)]

substituant les valeurs de C, Cy dans (2.2.6) nous obtenons ’équation (2.2.5),

I'(8 + a)(logt)*~
I'B+a)—T(a)
ey,
N F(a)/l(lgs) S d

I'(8 + a)(logt)*! 1 ‘ oz & sra-1Y(s) s
+(F(6+a)—F(a))[F(ﬁ+a>/<1gs) s ¢

~ L [ og ©yem1¥) g
F(a)/1<1gs> s

La preuve est complet. m

u(t) = Iy(t) + [Jﬁm (e) = Tity(e)]
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2.3 Reésultats d’éxistence et d’unicité

Dans cette section, on donne les conditions de I’existence et 1'unicité de la solution du prob-
leme (2.0.1) dans l'espace C'([1,¢],R), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.
On définie Popérateur F' : C([1;¢],R) — C([1;¢],R) par :
Lot b (s u(s))
Fu(t) = — log —)* 1222 2"y
ut) = oy [ oa )t EE
T(3+a)(logt)>™ 1 ) /e(log €ypra-if(5,05))
1

T 1) —T(@) TG+a s s
L[ evar f(s,uls))
—— log —)> 122 22X 2.3.1
o | (oS Sy, (2:3.1)
et
| T8+ a) { 1 1
= . 2.3.2
T TG @) [TBrasD)  Tasn) 32
Théoréme 2.3.1 [2/. Soit f : [1;¢] x R — R une fonction continue vérifiant :
1l existe une constante L, > 0 telle que
(H1)  [f(t) — £(60)] < Lofu—of, Ve € [lid] ot Vu,v € R
et
Lw<1 (2.3.3)

Alors le probléme (2.0.1) admet une solution unique dans [1;e].

Preuve. D’aprés le lemme 2.2.1, on transforme le probléme (2.0.1) en un probléme au

point fixe u = Fu.et Fu défini par (2.3.1),

Fu(t) = ﬁ/l(logé)a_l—f(s’:(s))d

DB +a)log)™™ 1 [ e f(suls)
(7 +0) (@) TG+ a) / (log 0) R

L[y Ea1L(5:u(s)
—m/l (logg) Tds].

Il est clair, que les points fixes de 'opérateur F' sont les solutions du probléme (2.0.1), F'

S

S

est bien défini. Pour montrer que F' admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une
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contraction, nons utilisous le prencipe de contraction de Banach.

fixier max |f(¢,0)] = M < oo,
te(1;e]

By ={uc C([1;¢],R) : [lul <7}

et choisser r > MZJ

)o= 1|f(5u5)|
|Ful] < f??)ﬁ{ﬂa fl log %) ds

1 a-l a— a
((I‘B(;i)cs)ogtza)) 5+a) fl log ,3+ 11/ (s,u(s \d fl 10g 11f(s,u(s ldS]}
a 1 (1f(su(s))— (50)|+|f(870)|)
e ?X]{F(a) fl log %) ds

r(3ro)(og) 1
+ra) @y [t i (

Lfle log _)B+a 1 (£ (su(s)—f(s, 0)|+|f(870)\)d8]}

nous montrons que F' (B,) C B,,pour u € B,, on a

IN

10g ,B+a 1 (S (s, U(S))—f(ss,U)IHf(S’O)I) ds

IN

Lir+ M max "(log L)~ Llds
( iy J1 (log

a— 1
+ ((B-‘roz)(logt) )fl IOg ,3+a 11d8+ fl 1 g a 11d8]}

T(f+a) (a)) 5+a
L(8+a)(logt)*~* 1
F (a+1) (T(B+a)-T(w)) (F(B—l—a—i-l) + F(a—i—l))}

IA
=
=
_I_
B
=
8.4
T
U°Z
=

< (Lyr+ M)w

IA
=

ce qui prouve que F (B,) C B,.

Maintenant soit u,v € C([1;¢],R), alors, pour tout ¢ € [1;¢] on a
|(Fu)(t) . (FU)(t)| < Hl[aX{F fl log a 1 (|f(s,u(s )) f(s,0(s)) ‘ds
tell;

L(B+a)(logt)*~ B+a 1 (f(s,u(s))—=f(s,v(s))l
+ (F(,8+a)—F(a)) 5+a Ji (log €) s ds

rb [ (log &) a1 UL S )

< L ”U - UH max{r fl log O‘ 11d8
I'(B+a)(logt)®— e\Bra—11
Sy [ [ log ©) Lds
iy Jy (log )77 1ds]}
< Lwlu—

Donc

|Fu— Fv|| < Liw ||lu —v]|.

En vertu de (2.3.3), on peut déduire que F' est une contraction, et d’apres le théoréme de

Banach 2.1.1, F' admet un seul point fixe qui est une solution du probléme (2.0.1). =
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2.3. Résultats d’éxistence et d’unicité

Notre deuxiéme résultat pour le probléeme (2.0.1) est basé sur le théoréeme du point fixe

de Krasnoselskii 2.1.5.

Théoréme 2.3.2 [2/. Soit f: [1;¢] x R — R une fonction continue satisfaisant (H1). En

outre, nous vérifions que
(H2) |f(t, )] < p(t),V(tu) € [15e] xR, et pe C[1¢] x RY).

St

(I(B+ @) = I'(a)) (F(ﬁ Tarl) Tt 1)) <1 (2.3.4)

Alors le probléme (2.0.1) admet au moins une solution dans [1; €]

Preuve. On définie sup |u(t)| = ||u]|, et choisirons une constante 7 telle que
te(l;e]

T2 ||pllw,

oll w est donné par (2.3.2).

Soient By = {u € C([1;€]) : ||u]| < 7}, On définie les opérateures P, () par suite

(Pu)(t) = ﬁ/l (log E)Q”Md&

(Qu)(?)

I'(B+a)logt)*t 1 (g a1 S (5, u(s))
TG o) Ty T, e ) ;

L[ e f(sus)
F(oz)/l ( gs) s ds|.

Pour u,v € By mnous avons

1Pr—Qyll < | ||{i/t<1 traily
o y_ur(a>10gs P

1 ¢ €\ o 1
+m/1<10g5> Las))
< Yl
< 7
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2.3. Résultats d’éxistence et d’unicité

Aussi, Pu+ Qu € By, le résulte de 'hypothése (H1) avec (2.3.4) @ est une de contraction.
La continuité de f implique que I'opérateur P est continu. En outre, P est uniformément

borné sur B;,

[ ]
Pul| < ————.
1Pull < Fa+1)

Maintenant, nous prouvons la compacité de 'opérateur Q).
On definie sup |f(t,u)] = f < 0o, 71,72 € [1;¢], avec 71 < T et par conséquent on a

te[1l;e] X Br

— T1 1 To 1

[P(u)(r2) = Plu)(r)] < L/ <logﬂ)“—ds—/ (log Z2)* = ds
1 1

I'(«) s s S .
.]? T1 Tl T2\ o 1 f_ T2 Too 1
< (o) /1 [(log;) 1_(log?) 1}gds —|—m /T1 (log?) 1gd8
= ﬁ”(l‘)g 71)" + (log 2 — log71)* — (log 7)°| + |(log 7> — log 71)°].

quand 7y — 75 le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. D’aprés le théoreme

d’Ascoli-Arzéla 2.1.6, () est relativement compact pour tout borné de B;.

Comme une conséquence du théoréme de point fixe de Krasnoselskii 2.1.5. On déduit que

Pu + Qv admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (2.0.1). m
Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théoréme de point fixe de

Leray—Schauder Alternative (2.1.3).

Théoréme 2.3.3 [2/. Soit f : [1;e] x R — R une fonction continue telle que
(H3) Il existe une fonction continue non décroissante ¢ : [0; 00) — [0; 00),et une fonction

P e C([1;¢],R") telle que

|f(t,u)| < P(t)(|ul), pour tout (t,u) € [1;¢] x R.

(H4) 1l existe une constante M > 0 telle que
M

1 I'(f+a) 1 1
V(M) [P {F(a+1) * Tt —T@) (r(5+a+1) + F(a-‘rl))}

Alors le probléme aux limites (2.0.1) admet au moins une solution dans [1;e].

> 1.
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2.3. Résultats d’éxistence et d’unicité

Preuve. Soit

B, ={u e C([L;¢,R) : |Jul]| <r}.

Il est clair que le sous-ensemble B, est fermé et convexe. Nous allons montrer que F' définie
par (2.3.1) satisfait les ’hypothéses du théoréme de point fixe de Leray—Schauder Alternative
2.1.3.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. F' est continu. Soit {x,} une suite telle que z,, — = dans C([1;¢];R), Alors
pour tout ¢ € [1; €]

L e e e

L(G+a)(ogt) I
4| TG [rra i

b [ (log £t laal)Slestel g
(« 1 s

< wl!f(saxn(S))— (s, z(s))l

IN

(log &)oL lsseale)=flaa(ed g

s

Puisque f est continue alors || F'(z,)(t) — F(x)(t)|| — 0 quand n — oo, d’ou la continuité
de F.
Etape 2. F transforme B, en un ensemble borné de C'([1;e], R),

L (s ()]
FuOl < s / (1og 1y 121 g

DB +a)log) ™ 1 [ e s )],
T o) T T ey ), o8 P

+ﬁ [ gy 220l

P t

||U|| I ||/ yo-12 Las
tG[le S
1

S ()T </3+a (ogt) 1 [T el
TG +a)—T) | <ﬂ+a>/1“gs) 5

i | oSSl

IN

par coséquent

1 (3 + ) 1 1
”FUH S?/J(U) ”P” {F(Oz—i—l) + (F(5+a)—F(a)) (F(ﬁ—i-a-i-l) +P(O&—|—1)>}.
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2.4. Exemples

Etape 3. F transforme B, en un ensemble équicontinue de C'([1;¢], R).

Soit f € C([1;¢],R), 71,72 € [1;¢] avec 71 < 75 et u € B,. Alors on a

V) [P Tlya-1l ” T2 a-11
Pl = Pl < SEb [ tos 2yt tas = [ o )1
$(u) IPIT(3 + ) Qg™ —(ogr )™ 1 [ eyl
* (5 + @) — (@) 5 J, o

1 ¢ e 1
- 1 - afl_d
i Gos 92

quand 7y — 75 Le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. D’apés le théoreme
d’Ascoli-Arzéla 2.1.6, F' est relativement compact pour tout borné de B,. Alors F' est
complétement continu.

Soit u une solution de probléme (2.0.1). Alors pour ¢ € [1; ¢],et d’aprés une calculs similaires

a la premiére étape nous avons

1 LB+ «) 1 1
|| < b(|lul]) |P| {F(Oz+ 1) + T3+ a) — I(a)) (F(ﬁ+a+ 1) + T(a+ 1))}

ou
|l

<1
1 (B+a) 1 1 o
() 1P res + i (e + rm) |
En vue de (H4), il existe M telle que ||u|| # M. On définir

U={ueC(L;e,R): |lu| < M}.

On notera que l'opérateurF : U — C([1;¢],R), est continu et complétement continu. Du
choix de U, il n’y a pas u € OU tel que u = AF'u, X\ € (0;1). Par conséquent, par ’alternative
non-linéaire de type Leray-Schauder (théoréme 2.1.3), nous déduire que F' a un point fixe

u € U qui est une solution du probléme (2.0.1). m

2.4 Exemples

Exemple 2.4.1 Considireant le probléme aux limites suivant

Juf?

HDSu(t) = L(sinu+ ") + @, I<t<e

1+|uf®
u(1)

1 , (2.4.1)
0, u(e) = Jz2ule).
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2.4. Exemples

Icia:%, 6:%, et
L. Juf® Vi+1
flt,u) = (s1nu+1+|u|3)+ P
on définie
1 (5 + a) ( 1 1 )
YT T+l  T@+a)-T) \IBra+r1)  Tlatl)
B 16 — /7
-~ 3Vm(2— V)
Alors on a
|f(tu)—f(tv)\<£ sinwu + [uf —sinv + [of < L|u — |
, T2 1+ Jul’ o]
avec
3R - VA
lw="6—vr ="

la condition (2.3.3) est satisfaite, Par conséquent d’aprés le théoréme 2.3.1, le probléme

(2.4.1) a une solution unique dans [1;e].

Exemple 2.4.2 Considerant le probléeme auz limites suivant

HD%u(t)zl%tlJ%u, I<t<e (2.42)

u(1) =0, u(e) = J2u(e).

Icia:%, 5:%, et

| 1
f(t’u):n?tleu
on définie
B 1 ['(B+ «) < 1 N 1 )
T T+ T@E+a)-T@) \TB+a+1)  Tla+1)
NG
16 — /7
Alors on a
1 1 1
FEw) = feo)l < gt o —Int 7
1
< —u—v|
2
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2.4. Exemples

avec

L 13yE2 = yA)
2 16— n

la condition (2.3.3) est satisfaite, Par conséquent d’aprés le théoréme 2.3.1, le probléeme

<1,

(2.4.2) a une solution unique dans [1; €.

35



Chapitre 3

Systéme d’equations différentielles

fractionnaires de type Hadamard

Dans ce chapitre, on va étudier ’existence et 1'unicité de la solution de probléme aux limites

d’un systéme d’equation différentielle fractionnaire de type Hadamard s’écrit comme :

[ HDoy(t) = f(t,u(t),v(t), 1<t<e, 1<a<?2
IDPu(t) = g(t, u(t),v(t), 1<t <e, 1<f<2

t
‘ . (3.0.1)
u(l) =0, ule) = Ju(oy) = ﬁ [T log(2 )1 ds, v >0, 1< oy <e
L v(1) =0, v(e) = T (o) = ﬁ [ log(2) 1 qs, v >0, 1 <oy <e

o D°, (6 = a.f3), est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre §, J” est l'intégrale

fractionnaire d’ordre v, f, g : [1;e] x R x R — R sont des fonctions continues.

3.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 3.1.1 [1]. Soit 1 < q <2 et soit z € C([1;¢],R),la solution du probléme linéaire

HDay(t) = 2(t)

, : (3.1.1)
u(l) = 0,u(e) = Ju(0) = w5 [} log(4)—142ds, 1< 0 <e
est équivalent o ’equation intégrale
log t)7!
u(t) = J%(t) + &[37“2(9) — Jz(e)], (3.1.2)

Q
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3.1. Lemmes fondamentaux

ol

Q= ! et L(0) (log6)"""~* £1

1 — s (logg) -1 Iy +4)

Preuve. La solution de I'equation différentielle (3.1.1), peut étre écrit comme
u(t) = J%(t) + C1(logt)? ! + Cy(log )12, (3.1.3)

ou (] et Cy sont des constantes arbitraires.

Maintenant, en utilisant la condition initiale u(1) = 0 on trouve Cy = 0 et

! —[T(0) — T2 (),

C, = —
1— [} (log 2)y-1 18l g

substituant les valeurs de C et Cy dans (3.1.3) nous obtenons ’équation (3.1.2). =

Lemme 3.1.2 [1]. Soit 1 < a <2, 1 < f < 2 et 21,22 € C([1;¢],R). La solution du

probléeme linéaire

((HDoy(t) = (1), 1<t<e, 1<a<?2

ADBy(t) = 2(t), 1<t <e, 1< B <2

u(l) =0, ule) = Ju(oy) = Wffllog"?l)'y 1) gs, v >0, 1<oy <e
[ v(1) =0, v(e) =T (o ):F(v 7% log( ?2)7’1“78)0[5, v>0,1<0y<e

est équivalent a le systéme d’equation intégrable

a—1
u(t) = J%%(t) + %[j'y—mzl(al) — T (e)],
B-1
o(t) = Ja(t) + %[\77“&2(0—2) — TPz (e)],
ol
1 F<a) W+a_1
pr— 1 .
T T legey e T 7
1 F(ﬁ) Y+B_1
- 1 1.
Q2 - {7&5 (log 02)%6_1, et T+ ) (log o2) £

Preuve. D’apres le lemme 3.1.1, posons ¢ = «, 0 = 01 et ¢ = 3, 6 = 05 respectivement.
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3.2. Résultats d’éxistence et d’unicité

3.2 Reésultats d’éxistence et d’unicité
Introduisons l'espace X = {u (t) /u € C([1;¢e],R)} muni de la norme

= )]
lull = max Ju (2)]

Evidemment (X;||u]|) est un espace de Banach. Aussi Y = {v (t) /v € C([1;¢],R)} muni
de la norme

= t
ol = max o 1)

aussi (Y ||v]|) est un espace de Banach.

Ensuite, 'espace produit (X x Y7 ||(u,v)||) est aussi un espace de Banach muni de la norme
(s )| = [l + o]l -

On définie 'operateur T': X x Y — X x Y par

T(u,v)(t) = (3.2.1)

ou

Tu)t) = o [ oty LR,

_FL /16<10g§>a1 f(S,u(S),U(S))dS]' (322)

et

Tu)) = g [ Goa )

(gt 1 [ o g(suls).o(s))
Jloet [m%)/l (log 27+ d

_L /le(log g),ﬁ—l g<S7 u(8)7 U(5>) ds]. (3.2.3)

avec

A fng 1 B — 1
1=y (log o) 721 1=ty (logo) 7771

I'(a +a_ r +8_
iyt (log o) AT, oy logoe) T A1
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3.2. Résultats d’éxistence et d’unicité

Nous définissons

B 1 1 (log oq)7He 1

My = [(a+1) +W <F(7+oz+1) +F(a+1))’ (3:2:4)
B 1 1 (log oy)7+# 1

v =t m (re iy o) (325

Théoréme 3.2.1 [1]. Supposons que :
Il existe des constantes réelles ki, N\ >0, (i =1,2) et kg > 0, A\ > 0 telles que Va; € R,i =

1,2, on a

|f(t;$1,l’2>|
lg(t,r1,22)] < Ao+ Ar @] + Ag @],

IN

k?o—f-l{?l |ZE1| +k2 |l’2|,

avec

Miky + Mo < 1 et Miky + Moy < 1

ot Myet My est donnée par (3.2.4) et (3.2.5) respectivement.

Alors le systéme (3.0.1) admet au moins une solution dans [1;e].

Preuve. Tout d’abord, nous montrons que 'opérateur T': X x Y — X x Y définie par
(3.2.1) est complément continu. Par la continuté de la fonction f et g, Popérateur T' est
évidemment continu.

Soit 2 C X x Y est bornée. Alors il existe des constantes positives L et Lo telles que
|f (tu(t), v(®)] < Ly, |g (& u(t),v(t)] < La, V(u,v) € Q2.

Alors pour tout (u,v) € Q, on a

T (u,0) (1) < L/l(logé)a1|f(3au(3)av(3)>|d8

F(Oé) S
(logt)** 1 o Otyarant (s uls), v(s))] .
A [rw+a»[ (log =) P
+ﬁ/1 (1og§)°‘—1|f(8’“(z>’v(s>)|d]
Ly ' t,l )
= () /1 (I ;) sd
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3.2. Résultats d’éxistence et d’unicité

ce qui implique que

1 1 (log oq )7 1
00 < {5y 1 (s e )}

De méme, nous obtenons

1 1 (log oy)7+# 1 B
| To(u,v) ()] < Lo {m + E <F(7+ﬁ+ ) + o6 + 1)>} = LoMs.

Il résulte donc 'opérateur 1" est uniformément borné.

Ensuite, nous montrons que 7" est équicontinue.

Soient 71,79 € [1;€] avec 71 < To. Alors nous avons

1 T2 (10g T_Sz)a—l |f(57u(z)av(5))\ ds
Ty (u, v)(12) — Th(u,v)(T1)| < )

INGIR . 171(10g Ts—l)“_lwds
0o 79)2 1 _(log 7)1 o o a— S,u(s),v(s
. (log T2) A(l g T1) [F(/31+a) f1 1(log ?1)6+ 11£( (S) ())IdS
1 [e eNa—1 [f(s,u(s),v(s))|
_F(a) fl (log E) s dS]
Ly T2
< ——T|(1 | * 4+ 2(log(—))~
< F(a+1)[\(og72) (log 71)%| + (og(ﬁ)) ]
(log 79)* ! — (log71)> ! 1 1
L 1 vre L T
h A [F(7+a+1)(0g01) +I‘(a+1)]
De méme, nous obtenons
Loy T2
T. ~T < —= 1 (1 Al + 2(log(—2))?
|To(u, v)(2) — To(u, v)(m1)] < F(BJFD[I(O?;Tz) (logm1)°| + (Og(ﬁ)) )]
(log 75)°~! — (log 1) 1 1
+L log o) P 4+ —— 1.
2 B [F(7+a—|—1)( 82) F(6+1)]

Donc Popérateur T'(u, v) est équicontinue, Alors 'opérateur T'(u, v) est complément continu.

Enfin, il sera montré que I’ensemble
E={(u,v) € X xY | (u,v) = \T'(u,v), 0 <A< 1}

est borné.

Soit (u,v) € &, alors (u,v) = AT'(u,v) pour tout t € [1,¢] on a
u(t) = AT (u, v)(t), v(t) = NT(u,v)(t),

alors

1 1 (1 (logoq)7t® 1

lu(t)| < {mm NCEXES) F(a+1))}(/f0+7<71\|u||+k2HUH),
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3.2. Résultats d’éxistence et d’unicité

et

1 1 (log oy)7+# 1
”“”S{rw+1)+ﬁﬂ(wv+ﬁ+1> NSy

par conséquent, nous avons

)}t Al + el

[ull < Ma(ko + Fa[lull + K2 l[o])),

et
o] < Ma(Ao + Axllull + Azf|v]]),

ce qui imlique que
||u|| + ||U|| S (Mlk’o + M2>\0) + (Mlk’l + Mg)\l)H’UJ” + (Mllfg + Mg)\z)HUH,

Par conséquence

pour tout ¢ € [1;e],ou My est définie par
MO = Hlll’l{l — (Mlkl + Mz)\l), 1 — (Mlkg + Mg)\g)},

cela prouve que &£ est borné ainsi par le théoréme 2.1.3, 'opérateur 1" a au moins un point
fixe, donc le systéme (3.0.1) admet au moins une solution dans [1;¢|. m
Dans le deuxiéme résultat,nous prouvons que l'unicité de la solution pour le systéme

(3.0.1) via le principe de la cartographie de contraction Banach

Théoréme 3.2.2 [1]. Supposons que f, g : [1;e] x R* — R sont des fonctions continues, et

il existe des constantes positives m;, n;, i = 1,2 telles que pour tout t € [1;e] et u;,v; € R
|f(t ur, up) — f(t,v1,02)] < myfug —vi| +ma Jug — va,

et

lg(t, ur,ug) — g(t, v1,v2)| < nyfup — v1| 4+ na |ug — vaf .

Alors le systéme (3.0.1) admet une solution winque dans [1,e] si
M1<ml + m2) + M2<n1 + ng) < 1, (326)

ot My et My sont donnés par (3.2.4) et (3.2.5) respectivement.
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3.2. Résultats d’éxistence et d’unicité

Preuve. On définie sup;cpy,. f(¢,0,0) = N1 < 00, sup;ep, 9(£,0,0) = Ny < o0, et

choisissez
N1 M; + NoMy
r >

- 1- Ml(ml + mg) - M2<n1 + ng)

Y

nous montrons que 7' (B,) C B, ou
B, = {(u,v) € X XY : ||(u,v)]| <r},

et 'opérateur T est définie par (3.2.1).

Pour (u,v) € B,, on a

w0 < mox (s [ (g by Koy,

te[tze] I'(a) s
s [ g Do L,
r [ gyl

S, /1t(10g£>a1(|f(8,U(8)7v(8)) = S6.0.0)] + 6,000,
P [ g e ()10 = £6:0.01 + (60,00,
i [ gy UL06):00) = 60,01+ 115:0.0)

< My [(mg +mo)r+ Ny,

par conséquent

[T (w, )| < Ma[(ma 4 ma)r + N .

De méme maniére, nous obtenons
[T2(u, v)|| < Ma[(n1 + n2)r + Na,

ainsi, nous avons

1T (u, )] < 7.
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3.3. Exemple

Maintenant pour (ug, v2), (ui,v1) € X X Y, et pour tout on a

Ty (ug, ve)(t) — Ty (ug,vy)(t)] < ﬁ /1t(10g é)a1 | f(5,uz,v2) ; f(s,ul,v1)|d8

1 1 o1 01 a— |f(S,U2,U2) —f(S,Ul,U1)|
TaATh+a [, oSy s *
1 c €\ a— ‘f(S,U/Q,UQ)_f<8,/U/1,U1)|
i, e ; “

My (my|lug — uy || + ma||ve — vi])

IN

< Mi(my+mo)([[uz — ] + [lve — val]),
par conséquent, nous obtenons
173 (uz, v2) () — T (ur, v1) @) < Mi(ma + me)([luz — ual + [Jvz — i), (3.2.7)
De méme,on peut trouver que
T2 (ug, v2)(t) = To(ux, v1)(F)[| < Ma(ny + n2)([Juz — uall + [lva — wil]), (3.2.8)
11 suit de (3.2.7) et (3.2.8), nous obtenons
[T2(uz, v2)(t) — Ta(ur, v1) ()] < [Mi(ma +ma) + Ma(na + n2)]([luz — us]| + [[vz — v l]).

Depuis la condition (3.2.6), I'opérateurT est un contraction sur ’espace de Banach X x Y]
donc d’apreés le theoréme de point fixe de Banach 2.1.1, 'opérateur 1" a un point fixe unique,

qui est la solution unique de probléme aux limites (3.0.1). =

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer I'utilité de nos principaux ré-

sultats.

Exemple 3.3.1 Considére le probléeme aux limites de systéme d’equation différentielles frac-

tionnaires suivant

[ Dia(t) = 4(t+2 122 1+|EL()LJ)| + 1+ gysin®o(t), t € [1;e]
PRl = el ¢ bl b € sl , 331
u(l) ( ) jzu(Q)

| 0(1) =0, v(e) = T2u(5/2)

43



3.3. Exemple

Dans cette exemple on a a« =3/2, B =3/2, v=3/2, 01 =2 ,00="5/2 et

1 |u(t)| 1 .,
f(t,u,v) 4(t+2)21+|u(t)’+1+3—281n ’U(t),
1 lu(t)] 1
g(t,u,v) = 3o sin(27u(t)) + m + 5

avec A ~ 127, B~ 1.59 et

1 1
| f(t, ur, uz) — f(t,v1,02)] E!ul—u2\+ﬁ|v1—v2|,

IA

U1, Uy ) — V1, U — U1 — U + — |v1 — Vol .
g\t, Uy, Us g\t, V1, Vg = 1 1 2 1 1 2

la condition (3.2.6) est vérifiée

Ml(ml + m2) + Mg(nl + ’I’lg) ~ 0.43 < 1.

Alors d’aprés le théoréme 3.2.2, le probléme (3.3.1) a une seule solution dans [1, e].
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions du
probléme aux limites pour des équations et systémes différentielles d’ordre fractionnaire au
sens de Hadamard avec conditions aux limites et intégrales.

Ces résultats ont été obtenus par I’application de la théorie de point fixe, en particulier
on a utilisé le théoréme de point fixe de Banach, Schaefer et Krasnoselskii, Leray—Schauder

Alternative.
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