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Introduction

La question des dérivés fractionnaires est abordée dès 1695 par Leibnitz dans une lettre

de L�Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait être la dérivée d�ordre un

demi de la fonction f; Leibnitz répond que cela même à un paradoxe dont on tirera un jour

d�utiles conséquences. Plus de 300 ans après, on commence seulement à venir à bout des

di¢ cultés.

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler

(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc... Di¤érentes

approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.

- La limite du taux d�accroisement d�une fonction se généralise sous la forme de la formule

de Grunwald-Letnikov, trés utile numériquement,

- L�intégration, opération inverse, via la formule intégrale de Liouville, mène aux formules

de Riemann-Liouville et de Caputo et de Hadamard.

- En�n les transformations de Fourier et de Laplace associent la d´erivation fractionnaire à

une multiplication par (i�)� ou p� avec � non entier.

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul di¤érentiel. C�est Lacroix (1879)

qui montre que pour f(t) = ta et a > 0;

d
1
2

dt
1
2

f (t) =
� (a+ 1)

�
�
a+ 1

2

�ta� 1
2

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo, entre

autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on dé�nit les

dérivées et intégrales non entières.
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Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés princi-

palement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([?], 1993), celui de Rubin ([10],

1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([7], 2006).

Les équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire sont des généralisations des équations

di¤érentielles classiques, qui sont utilisées par exemple dans certains domaines de la physique

faisant intervenir des phénomènes de di¤usion comme l�électromagnétisme, l�acoustique ou

la thermique.

On propose dans ce travail, de faire une synthèse de certains travaux sur l�existence et

l�unicité de quelque équations et systémes di¤érentielles fractionaires de type Hadamard

avec certaine conditions aux limites. Cette étude est basé sur les travaux de B. Ahmad, A.

Alsaedi, S. K. Ntouyas, et J. Tariboon ([1], [2], [3]).

Ce mémoire est réparti en trois chapitres.:

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux

de la théorie de l�analyse fractionnaire, un rappel et quelques concepts préliminaires seront

introduits comme la fonction Gamma, la fonction Bêta, qui joue un rôle important dans la

théorie de calcul fractionnaire, et notions de base relatives au calcul fractionnaire telles que

: l�intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sens Riemann-Liouville, Caputo,

et celle de Hadamard, qui sont les plus utilisées.

Dans le seconde chapitre, on abordera la question d�existence et d�unicité de la solu-

tion pour le problème aux limites d�équation di¤érentielle d�ordre fractionnaire de type

Hadamard suivant :8<: HD�u(t) = f(t; u); 1 < t < e; 1 < � � 2
u(1) = 0; u(e) = J �

1+u(e) =
1

�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 u(s)

s
ds; � > 0

;

où HD est la dérivée d�ordre fractionnaire de type Hadamard, f : [1; e] � R ! R est une

fonction continue.

Dans le troisième chapitre on va considérer un problème étudiée par Ahmad. B dans

[1], c�est le problème aux limites d�un systéme d�equation di¤érentielle fractionnaire de type
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Introduction

Hadamard s�écrit comme :8>>>>><>>>>>:

HD�u(t) = f(t; u(t); v(t)); 1 < t < e; 1 < � � 2
HD�v(t) = g(t; u(t); v(t)); 1 < t < e; 1 < � � 2
u(1) = 0; u(e) = J 
u(�1) =

1
�(
)

R �1
1
log(�1

s
)
�1 u(s)

s
ds; 
 > 0; 1 < �1 < e

v(1) = 0; v(e) = J 
v(�2) =
1

�(
)

R �2
1
log(�2

s
)
�1 u(s)

s
ds; 
 > 0; 1 < �2 < e

;

Où D�; (� = �:�); est la dérivée fractionnaire de Hadamard d�ordre �; J 
 est l�integrale

fractionnaire d�ordre 
; f; g : [1; e]� R� R! R sont des fonctions continues.

L�existence et l�unicité d�une solution continue de tous les problèmes est établit par

la transformation de ce problème à une équation intégrale équivalente, dont la solution

est identi ée à un point �xe d�un opérateur contractant (sous certaines hypothèses sur la

fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement choisi.
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Chapitre 1

Notions de base relatives au calcul

fractionnaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des

résultats fondamentaux de la théorie de l�analyse fractionnaire. Nous présentons également

les fonctions Gamma, Bêta, qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions

jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Espaces d�intégration et fonctions absolument con-

tinues

Dans cette section, nous présentons des dé�nitions d�espaces des fonctions p-intégrables,

absolument continues, et les fonctions continues et leurs modi�cations pondérées. Nous

donnons également les caractérisations de ces espaces modi�és qui seront utilisés plus tard.

Soit 
 = [a; b]; (�1 � a < b � +1) ; un intervalle �ni ou in�ni de R. Nous désignons
par Lp(a; b) (1 � p � +1) l�ensemble des fonctions mesurables f sur 
 avec kfk < +1, où

kfkp =
�Z b

a

jf (t)jp dt
� 1

p

; 1 < p � +1

et

kfk1 = sup
a�t�b

jf (t)j :

4



1.2. Fonctions Spéciales

Maintenant soit [a; b]; (�1 < a < b < +1) ; un intervalle �ni de R. Nous désignons par
AC[a; b] l�espace des fonctions absolument continues sur [a; b]; où

f (t) 2 AC[a; b], f (t) = c+

Z t

a

' (�) d� ; ' (�) 2 L1(a; b);

et donc une fonction absolument continue f(t) a une dérivée f
0
(t) = ' (t) presque partout

sur [a; b]; et f (a) = c:

Pour n 2 N = f1; 2; 3; :::g; on note ACn[a; b]; l�espace des fonctions f(t) ayant des
dérivées continues jusqu�à l�ordre n� 1 sur [a; b] tel que

fn�1 2 AC[a; b] :

ACn[a; b] =
�
f : [a; b]! R= fn�1 (t) 2 AC [a; b]

	
En particulier, AC1[a; b] = AC [a; b] :

Nous utilisons également une modi�cation pondérée de l�espaceACn[a; b], dans laquelle la

dérivée usuelleD =
d

dt
est remplacée par la dérivée dite ��dérivée, dé�nie par � = tD = t

d

dt
:

Nous désignons par ACn�;�[a; b]; (n 2 N; � 2 R) ; l�espace des fonctions mesurables g sur
(a; b) telles que t�g(t) a une ��dérivées jusqu�à l�ordre n � 1 sur [a; b] et �n�1 [t�g(t)] est
absolument continu sur [a; b] :

ACn�;�[a; b] =
�
f : [a; b]! R= �n�1 [t�g(t)] 2 AC [a; b]

	
:

En particulier, lorsque � = 0, l�espace .ACn� [a; b] = ACn�;0[a; b] est dé�ni par :

ACn� [a; b] =
�
f : [a; b]! R= �n�1g(t) 2 AC [a; b]

	
:

Si � = 0 et n = 1; l�espace ACn�;�[a; b] coïncide avec AC [a; b] :

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.2.1 On appelle Gamma la fonction dé�nie par

�(z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt; (z 2 C;Re(z) > 0):

avec tz�1 = e(z�1) ln t:
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1.2. Fonctions Spéciales

Exemple 1.2.1 1. �(1) =
R +1
0

e�tdt = 1:

2. �(1
2
) =

R +1
0

t
1
2
�1e�tdt =

R +1
0

t�
1
2 e�tdt = 2

R +1
0

e��
2
d� =

p
� (posant le changement de

variable t = � 2):

Lemme 1.2.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C1 sur R�+; (resp.holomorphe

sur le demi plan z 2 C;Re(z) > 0) et

8k 2 N�:8z 2 R�+ (resp: z 2 C; Re(z) > 0); �(k)(z) =
Z +1

0

(ln t)ktz�1e�tdt:

Lemme 1.2.2 Pour tout z 2 C; Re(z) > 0; n 2 N�; on a

1: �(z + 1) = z�(z):

2: �(n) = (n� 1)!:
3: �(n+ 1

2
) = (2n)!

p
�

4nn!
:

Preuve.

1. Représentons �(z + 1) par l�intégrale d�Euler et intégrons par parties:

�(z + 1) =

Z +1

0

tze�tdt = [�tze�t]+10 + z

Z +1

0

tz�1e�tdt

= z�(z):

2. Il su¢ t d�appliquons 1 pour z = n� 1:

3. Nous allons démontrer la formule �(n+ 1
2
) =

(2n)!
p
�

4nn!
; par récurrence sur n 2 N:

-Pour n = 0, on a �(0 +
1

2
) =

(0)!
p
�

400!
=
p
�:

-Supposons que la formule est véri�ée pour (n � 1) et considérons n:C-à-d que sup-
posons que �((n� 1) + 1

2
) =

(2(n� 1))!
p
�

4(n�1)(n� 1)! ; véri�é. Alors

�(n+
1

2
) = (n� 1

2
)�(n� 1

2
) = (n� 1

2
)
(2(n� 1))!

p
�

4(n�1)(n� 1)!

=

�
2n� 1
2

�
(2(n� 1))!

p
�

4(n�1)(n� 1)!

=
2n

2n

(2n� 1)
2

(2(n� 1))!
p
�

4(n�1)(n� 1)!

=
(2n)!

4nn!

p
�:

Donc la formule est véri¢ ée pour n:

6



1.2. Fonctions Spéciales

Remarque 1.2.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non

entière par la formule

�(z) =
�(z + 1)

z
;

et la transition d�un intervalle à un autre (�1; 0) ; (�2;�1) ; (�3;�1) ; :::
La fonction Gamma n�existe pas pour les valeur négatifs entiers.

Exemple 1.2.2 1) �(�1
2
) =

�(�1
2
+ 1)

�1
2

=
�(1

2
)

�1
2

= �2
p
�:

2) �(�3
2
) =

�(�3
2
+ 1)

�3
2

=
�(�1

2
)

�3
2

=
�2
p
�

�3
2

=
4
p
�

3
:

Graphe de la fonction �(z):

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­10

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

10

12

x

y

Graphe de la fonction � d�Euler

Proposition 1.2.1 Pour tout p > 0; on a

� (p) = lim
n!+1

npn!

p (p+ 1) (p+ 2) :::::: (p+ n)
:

Preuve. Considérons la fonction

f (n; p) =

Z n

0

�
1� t

n

�n
tp�1dt:

On peut facilement voir que

lim
n!+1

f (n; p) = � (p) :

7



1.2. Fonctions Spéciales

D�une autre part, par l�intégration par parties on obtient

f (n; p) =

Z n

0

�
1� t

n

�n
tp�1dt =

��
1� t

n

�n
tp

p

�n
0

+
1

p

Z n

0

�
1� t

n

�n�1
tpdt

=
1

p

Z n

0

�
1� t

n

�n�1
tpdt;

encore fois, en intyégrant par parties

f (n; p) =
1

p

Z n

0

�
1� t

n

�n�1
tpdt

=
1

p

��
1� t

n

�n
tp+1

p+ 1

�n
0

+
(n� 1)
np (p+ 1)

Z n

0

�
1� t

n

�n�2
tp+1dt

=
n (n� 1)
n2p (p+ 1)

Z n

0

�
1� t

n

�n�2
tp+1dt;

aprés l�intégration par parties n fois, on obtient

f (n; p) =
n (n� 1) :::[n� (n� 1)]
nnp (p+ 1) ::: [p+ (n� 1)]

Z n

0

�
1� t

n

�n�n
tp+(n�1)dt

=
n!

nnp (p+ 1) ::: [p+ (n� 1)]

�
tn+p

n+ p

�n
0

=
n!np

p (p+ 1) ::: (p+ n)
:

Par conséquent

� (p) = lim
n!+1

n!np

p (p+ 1) (p+ 2) ::: (p+ n)
:

1.2.2 La fonction Bêta

Dé�nition 1.2.2 La fonction de Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie par

B (p; q) =

Z 1

0

tp�1 (1� t)q�1 dt; (p; q 2 C; Re (p) > 0; Re (q) > 0) :

Pour tout p; q 2 C; avec Re (p) > 0; Re (q) > 0; on a

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
:

8



1.3. Intégrales fractionnaires

Preuve. Soit D = (0;+1)� (0;+1) ; on a

� (p) � (q) =

�Z +1

0

xp�1e�xdx

��Z +1

0

yq�1e�ydy

�
=

Z Z
D

xp�1yq�1e�(x+y)dxdy:

En utilisant un changement de cordonnée, considérons les nouvelles cordonnées :�
u = x+ y

v = x
x+y

)
�

x = uv

y = u (1� v)
;

et

@ (x; y)

@ (u; v)
=

������ v u

1� v �u

������ = �uv � u (1� v) = �u

De même que le domaine D0 correspondant à D dans les cordonnées u; v est

D0 = f(u; v) =u � 0; 0 � v � 1g

Alors Z Z
D

xp�1yq�1e�(x+y)dxdy =

Z Z
D0
(uv)p�1 (u (1� v))q�1 e�uj � ujdudv

=

Z Z
D0
up+q�1vp�1(1� v)q�1e�ududv

=

Z +1

0

Z 1

0

up+q�1vp�1 (1� v)q�1 e�ududv

=

�Z +1

0

up+q�1e�udu

�Z 1

0

vp�1 (1� v)q�1 dv

= � (p+ q)B (p; q) :

par conséquent

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
:

1.3 Intégrales fractionnaires

Cette section sera consacré aux dé�nitions élémentaires et notions de base relatives au cal-

cul fractionnaire telles que : l�intégration fractionnaire de Riemann Liouville et l�intégration

fractionnaire de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sens Riemann-Liouville, Caputo,

et Hadamard, qui sont les plus utilisées.

9



1.3. Intégrales fractionnaires

1.3.1 L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Fonctions dé�nies sur [a; b] :

Soit f : [a; b] �! R une fonction dé�nie sur [a; b] :

Notons par
�
I1a+f

�
la primitive de f qui s�annule en a :

8t 2 [a; b] ;
�
I1a+f

�
(t) =

Z t

a

f (�) d� :

L�itération de
�
I1a+f

�
permet d�obtenir la primitive seconde de f qui s�annule en a et dont

la dérivée s�annule en a: De plus, d�aprés le théoréme de Fubini.�
I1a+f

�2
(t) =

�
I1a+f

�
�
�
I1a+f

�
=

Z t

a

�Z u

a

f (�) d�

�
du

=

Z t

a

(t� �) f (�) d� :

Soit n 2 N�: En notant
�
I1a+f

�n
la nième itération de

�
I1a+f

�
; une récurrence directe montre

que �
I1a+f

�n
(t) =

1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� :

Si on note g =
�
I1a+f

�n
; g est donc l�unique fonction véri�ant

8 0 � k � n� 1; g(k) (a) = 0; g(n) = f:

L�égalité g(n) = f justi�e la dé�nition suivante:

Dé�nition 1.3.1 Soit n 2 N�: L�intégrale à gauche d�ordre n de f , que l�on note
�
Ina+f

�
est dé�nie par :

(Ina+f) (t) =
1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� :

Grâce à la fonction Gamma d�Euler que nous avons dé�nie précédemment.

C�est la propriété � (n+ 1) = n!;8 n 2 N; qui permet de généraliser la dé�nition 1.3.1 de la
manière suivant:

Dé�nition 1.3.2 L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d�ordre � > 0

de f est dé�nie par :

8 t 2 [a; b] ; (I�a+f) (t) =
1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 f (�) d� :

10



1.3. Intégrales fractionnaires

De méme manière on dé�nit l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite

d�ordre � > 0 est dé�nie par :

8 t 2 [a; b] ; (I�b�f) (t) =
1

� (�)

Z b

t

(� � t)��1 f (�) d� :

Fonctions dé�nies sur R+ et R:

Il est naturel d�étendre la dé�nition 1.3.2 aux axes R+ et R: Notons ces opérateurs
�
I�0+f

�
et
�
I�+f

�
:

8t 2 R+; (I�0+f) (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� :

8t 2 R;
�
I�+f

�
(t) =

1

� (�)

Z t

�1
(t� �)��1 f (�) d� :

Proposition 1.3.1 [7]. Pour � > 0; � > 0; on a

1:
�
I�a+ (t� a)��1

�
(t) =

� (�)

� (�+ �)
(t� a)�+��1 :

2:
�
I�b� (b� t)��1

�
(t) =

� (�)

� (�+ �)
(b� t)�+��1 :

Preuve.

1. �
I�a+ (t� a)��1

�
(t) =

1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 (� � a)��1 d� ; posons � � a = s (t� a)

=
1

� (�)

Z 1

0

((t� a)� s (t� a))��1 (s (t� a))��1 (t� a) ds

=
1

� (a)
(t� a)�+��1

Z 1

0

s��1 (1� s)��1 ds

=
1

� (�)
(t� a)�+��1B (�; �)�

���� B (���) = � (�) � (�)

� (�+ �)

����
=

� (�)

� (�+ �)
(t� a)�+��1 :

2. Méme ideé (le chengement de variable est b� � = s (b� t)) :

Théorème 1.3.1 [7]. Si f 2 L1 ([a; b]) ; alors I�a+f existe pour tout � > 0 et I�a+f 2
L1 ([a�b]) :
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1.3. Intégrales fractionnaires

Proposition 1.3.2 [7]. Soit � > 0�� > 0�et f 2 L1 ([a�b]). Alors

I�a+I
�
a+f(t) = I

�
a+I

�
a+f (t) = I

�+�
a+ f (t) :

Preuve. On a

I�a+I
�
a+f(t) =

1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1
�

1

� (�)

Z �

a

(� � s)��1 f(s)ds

�
d� ;

=
1

� (�) � (�)

Z t

a

Z �

a

(t� �)��1 (� � s)��1 f(s)dsd� ;

������ changement de l�ordred�intégration

������
=

1

� (�) � (�)

Z t

a

f(s)

Z t

s

(t� �)��1 (� � s)��1 d�ds;

Posons u =
� � s

t� s
; alors

I�a+I
�
a+f(t) =

1

� (�) � (�)

Z t

a

f(s) (t� s)�+��1
�Z t

s

(1� u)��1 u��1du

�
ds;

=
1

� (�) � (�)

Z t

a

f(s) (t� s)�+��1B (�; �) duds;

����B (�; �) = � (�) � (�)

� (�+ �)

����
=

1

� (�) � (�)

� (�) � (�)

� (�+ �)

Z t

a

f(s) (t� s)�+��1 ds

=
1

� (�+ �)

Z t

a

(t� s)�+��1 f(s)ds

= I�+�a+ f (t) :

1.3.2 L�intégrale fractionnaire de Hadamard

Soit [a; b] ; un intervalle �ni ou in�nie tel que (0 � a < b < +1) ; et f : [a; b] �! R:

Dé�nition 1.3.3 [7]. Soit � > 0. L�intégrale fractionnaire de Hadamard à gauche (resp. à droit)

d�ordre � de f est dé�nie par :

(J �
a+f) (t) =

1

� (�)

Z t

a

�
log

t

�

���1
f (�)

�
d� :

(resp.

(J �
b�f) (t) =

1

� (�)

Z b

t

�
log

�

t

���1 f (�)
�

d� :

12
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Si a = 0 et b =1; ces dé�nitions sont données par :

(J �
0+f) (t) =

1

� (�)

Z t

0

�
log

t

�

���1
f (�)

�
d� ; (x > 0) :

et �
J �
�f
�
(t) =

1

� (�)

Z 1

t

�
log

�

t

���1 f (�)
�

d� ; (x > 0) :

Proposition 1.3.3 [7]. Si � > 0; � > 0 et (0 < a < b < +1) ; on a

1:

 
J �
a+

�
log

t

a

���1!
(t) =

� (�)

� (�+ �)

�
log

t

a

��+��1
:

2:

 
J �
b�

�
log

b

t

���1!
(t) =

� (�)

� (�+ �)

�
log

b

t

��+��1
:

Preuve. 1. On a 
J �
a+

�
log

t

a

���1!
(t) =

1

� (�)

Z t

a

�
log

t

�

���1 �log �
a

���1
�

d� ;

Posons
�
log

�

a

�
= s

�
log

t

a

�

=
1

� (�)

Z 1

0

0BB@log t

a

�
t

a

�s
1CCA
��1

1

a
e�s log

t
a

�
s log

t

a

���1
a log

�
t

a

�
es log

t
ads

=
1

� (a)

Z 1

0

s��1 (s� 1)��1
�
log

�
t

a

���+��1
ds

=
1

� (�)

�
log

�
t

a

���+��1
B (�,�) ;

����B (�; �) = � (�) � (�)

� (�+ �)

���� :
=

� (�)

� (�+ �)

�
log

�
t

a

���+��1
:

2. Méme ideé.

Proposition 1.3.4 [7]. Soit � > 0; � > 0 et 1 � p � 1:

Si 0 < a < b < +1 , et f 2 Lp(a; b): Alors

J �
a+J

�
a+f = J �+�

a+ f; (c � 0):

J �
b�J

�
b�f = J �+�

b� f; (c � 0):

13
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1.4 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs dé�nition de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette section

les dé�nitions des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Hadamard

qui sont les plus utilisées et nous donnons certaines de leurs propriétés.

1.4.1 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Ces approche dites encore à partir des primitives est sont basé sur l�intégration a�n de

dé�nir la dérivation non entière.

Soit f : [a; b] �! R: En s�inspirant de la relation classique
d

dt
=

d2

dt2
�aI1t ; on peut dé�nir

une dérivée fractionnaire d�ordre 0 � � < 1 par :

d�

dt�
=

d

dt
�a I1��t :

Plus généralement, si � > 0, et n = [�] + 1 on peut poser:

d�

dt�
=

dn

dtn
�a In��t :

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville à gauche.

Dé�nition 1.4.1 Soit � > 0; et n = [�]+1: La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

à gauche d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 [a; b] ;D�a+f (t) =
�
d

dt

�n
� In��a+ f (t) =

1

� (n� �)

dn

dtn

Z t

a

(t� �)n���1 f (�) d� :

De plus on a vu que la dé�nition 1.4.1 d�intégrale à droite était associée à �d
dt
: Le raison-

nement précédent conduit donc à la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.4.2 Soit � > 0�et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

à droite d�ordre � de f est dé�nie par:

8t 2 [a; b] ; D�b�f (t) =
�
� d

dt

�n
� In��b� f (t) =

(�1)n

� (n� �)

dn

dtn

Z b

t

(t� �)n���1 f (�) d� :

Si maintenant f : R! R; les dé�nitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.
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Dé�nition 1.4.3 Soit � > 0; et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Liouville à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 R; D�+f (t) =
�
d

dt

�n
� In��+ f (t) =

1

� (n� �)

dn

dtn

Z t

�1
(t� �)n���1 f (�) d� :

De plus, on a vu que la dé�nition 1.4.3 d�intégrale à droite était associée à
�d
dt
: Le

raisonnement précédent conduit donc à la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.4.4 Soit � > 0;et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Liouville à droite

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 R;D��f (t) =
�
� d

dt

�n
� In��� f (t) =

(�1)n

� (n� �)

dn

dtn

Z +1

t

(t� �)n���1 f (�) d� :

Remarque 1.4.1 1. Pour � = 0; et n = 1: On a

D0a+f (t) =
d

dt

�
I1a+f

�
= f (t) :

2. Tout ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

8n 2 N�;

8><>:
Dna+f(t) = Dn+f(t) =

dn

dtn
f(t)

Dnb�f(t) = Dn�f(t) = (�1)
n d

n

dtn
f(t)

:

Proposition 1.4.1 [7]. Pour � � 0; � > 0 et � � � > 0: On a

1:
�
D�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

� (�)

� (� � �)
(t� a)

����1
:

2:
�
D�b� (b� t)��1

�
(t) =

� (�)

� (� � �)
(b� t)

����1
:

Preuve.

1. Posons f (t) = (t� a)��1 ; d�aprés la dé�nition 1.4.1, et proposition 1.3.1, on a

(D�a+f) (t) =
�
d

dt

�n
� In��a+ f (t) =

�
d

dt

�n�
� (�)

� (n� �+ �)
(t� a)

n��+��1
�
;

et�
d

dt

�n
(t� a)

n��+��1
= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) :::

(n� �+ � � 1� (n� 1)) (t� a)
��+��1

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) (t� a)
����1

;
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et d�autre coté

� (n� �+ �) = (n� �+ � � 1) � (n� �+ � � 1) ; � (x+ 1) = x� (x)

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) � (n� �+ � � 2) ;

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) � (� � �) :

Donc

(D�a+f) (t) =
� (�)

� (n� �+ �)
(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) (t� a)

����1

=
(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) � (�)

(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) � (� � �)
(t� a)

����1

=
� (�)

� (� � �)
(t� a)

����1
:

2. De même manière.

Remarque 1.4.2 [7]. Pour � = � � 1; a = 0; on a

�
Dn0+t�

�
(t) =

8<:
�(�+1)

�(���+1)t
���; si �� � =2 f1; 2; :::; ng

0; si �� � 2 f1; 2; :::; ng
; � > �1:

Si �� � 2 f1; 2; :::; ng ) �� � = m =) � = ��m; m 2 f1; 2; :::; ng :
C-à-d �

Dn0+t��m
�
(t) = 0; m 2 f1; 2; :::; ng

Proposition 1.4.2 [7]. Soit � > 0; � > 0; n = [�] + 1; (1 � p � 1) :
On a les propriétés suivantes :

1. Si f (t) 2 Lp ([a; b]) ; alors

(D�a+I�a+f) (t) = f (t) et (D�b�I�b�f) (t) = f (t) :

2. Si � > � et f (t) 2 Lp ([a; b]) ; alors�
D�a+I

�
a+f
�
(t) =

�
I���a+ f

�
(t) et

�
D�b�I

�
b�f
�
(t) =

�
I���b� f

�
(t) :
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3. Si f (t) 2 L1 ([a; b]) ;
�
I���a+ f

�
2 ACm ([a; b]) ; alors

(I�a+D�a+f) (t) = f (t)�
nX
k=1

�
In��a+ f

�(n�k)
(a)

� (�� k + 1)
(t� a)k :

(I�b�D�b�f) (t) = f (t)�
nX
k=1

(�1)n�k
�
In��b� f

�(n�k)
(b)

� (�� k + 1)
(b� t)k :

4. Si f (t) 2 Cq ([a; b]) ; q = [�+ �] + 1; alors�
D�a+D

�
a+f
�
(t) =

�
D�+�a+ f

�
(t) et

�
D�b�D

�
b�f
�
(t) =

�
D�+�b� f

�
(t) :

1.4.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette dé�nition se base sur l�interversion des compositions dans la formule de dé�nition

1.3.1, semble aussi raisonnable pour dé�nir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de

Caputo.

Dé�nition 1.4.5 [7]. Soit � > 0; n = [�]+1: La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par :

8 t 2 [a; b] ; CD�a+f (t) = In��a+ �
�
d

dt

�n
f (t) =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

Dé�nissons aussi son analogue à droite.

Dé�nition 1.4.6 [7]. Soit � > 0;et n = [�]+1: La dérivée fractionnaire de Caputo à droite

d�ordre � de f est dé�nie par:

8 t 2 [a; b] ; CD�b�f (t) = In��b� �
�
� d

dt

�n
f (t) =

(�1)n

� (n� �)

Z b

t

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

Remarque 1.4.3 [7]. Par contre, de telles dé�nitions ne se recollent pas correctement aux

dérivée classique:

8n 2 N�;

8<: CDna+f(t) = f (n)(t)� f (n) (a)

CDnb�f(t) = (�1)n
�
f (n)(t)� f (n) (b)

� :

Le résultat suivant montre qu�elles approchent les dérivées classiques par limite inférieure.
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Lemme 1.4.1 [7]. Soit � 2 R+ � N et n = [�] + 1: Si f 2 ACn ([a; b]) ; alors

lim
�!n�

CD�a+ f(t) = f (n)(t):

lim
�!n�

CD�b� f(t) = (�1)n f (n)(t):

Proposition 1.4.3 [7]. Pour � � 0; � > 0; on a

1:
�
CD�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

� (�)

� (� � �)
(t� a)

����1
; � > n:

2:
�
CD�b� (b� t)��1

�
(t) =

� (�)

� (� � �)
(b� t)

����1
; � > n:

Preuve.

1. Posons f (t) = (t� a)
��1

; d�après la dé�nition 1.4.5, on a :

�
CD�a+f

�
(t) = In��a+ �

�
d

dt

�n
f (t) =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

et �
d

dt

�n
(t� a)

��1
= (� � 1) (� � 2) ::: (� � 1� (n� 1)) (t� a)��1�n

= (� � 1) (� � 2) ::: (� � n) (t� a)��n�1

d�où �
CD�a+f

�
(t) =

(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��1�n d� ;

posons � � a = s (t� a)

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

� (n� �)
(t� a)����1

Z 1

0

(1� s)n���1 s��n�1ds

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

� (n� �)
(t� a)����1B (n� �; � � n)����B (n� �; � � n) =

� (n� �) � (� � n)

� (� � �)

����
=

(� � 1) (� � 2) ::: (� � n) � (n� �) � (� � n)

� (n� �) � (� � n)
(t� a)����1

=
� (�)

� (� � �)
(t� a)����1 :

2. De même manière.
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Remarque 1.4.4 [7]. Pour � = � � 1; a = 0; on a

�
CD�0+t�

�
(t) =

8<:
�(�+1)

�(���+1)t
���; si � =2 f0; 1; 2; :::; n� 1g

0; si � 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g
; � > �1:

C-à-d �
CD�0+tm

�
(t) = 0; m 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g :

Théorème 1.4.1 [7]. Soient � � 0 et n = [a] + 1: Si f : [a; b] �! R; si f possède (n� 1)
dérivées en a et

�
D�a+f

�
existe. Alors

�
CD�a+f

�
(t) = D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
:

presque pour tout t 2 [a; b] :

Corollaire 1.4.1 [7]. Soient � � 0; n = [�] + 1 et
�
D�a+f

�
(t) ;

�
CD�a+f

�
(t) sont existent,

on suppose que f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; :::; n� 1: Alors

�
CD�a+f

�
(t) = (D�a+f) (t) :

Proposition 1.4.4 [7]. Soit � > 0; � > 0; n = [�] + 1:

On a les propriétés suivant:

1. Si f (t) 2 Cq ([a; b]) ; q = [�+ �] + 1; alors�
CD�a+ CD�a+ f

�
(t) =

�
CD�+�a+ f

�
(t) ; et

�
CD�b� CD�b� f

�
(t) =

�
CD�+�b� f

�
(t) ;

2. Si f (t) 2 Cm ([a; b]) ; ou f (t) 2 ACm ([a; b]) ; alors

�
I�a+ CD�a+ f

�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(t� a)k :

�
I�b� CD�b� f

�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

(�1)n�kf (k)(b)
k!

(b� t)k :
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1.4.3 Dérivées fractionnaires de Hadamard

Soit [a; b] ; un intervalle de R; et on a la fonction f : [a; b] �! R et
�
� = t

d

dt

�
le ��dérivé. et

ACn� [a; b] = fg : [a; b]! C : �n�1g(t) 2 AC[a; b]; � = t
d

dt
g:

Dé�nition 1.4.7 [7]. Soit � > 0 et n = [�] + 1:

Les dérivées fractionnaires de Hadamard à gauche et à droite d�ordre � de f sont dé�nies

par : �
HD�a+f

�
(t) = �n

�
J n��
a+ f

�
(t) (1.4.1)

=

�
t
d

dt

�n
1

� (n� �)

Z t

a

�
log

t

�

�n���1
f (�)

�
d� ; (t > a) :

et �
HD�b�f

�
(t) = (��)n

�
J n��
b� f

�
(t)

=

�
�t d
dt

�n
1

� (n� �)

Z b

t

�
log

�

t

�n���1 f (�)
�

d� ; (t < b) :

respectivement.

Proposition 1.4.5 [7]. Si � > 0; � > 0; alors

1:

 
HD�a+

�
log

t

a

���1!
(t) =

� (�)

� (� � �)

�
log

t

a

�����1
:

2:

 
HD�b�

�
log

b

t

���1!
(t) =

� (�)

� (� � �)

�
log

b

t

�����1
:

En particulaire, si � = 1; on a

1:
�
HD�a+1

�
(t) =

� (�)

� (1� �)

�
log

t

a

���
:

2:
�
HD�b�1

�
(t) =

� (�)

� (1� �)

�
log

b

t

���
:

Preuve.

1. Posons f (t) =
�
log

t

a

���1
; d�après la dé�nition 1.4.7, et proposition 1.3.3, on a

�
HD�a+f

�
(t) =

�
t
d

dt

�n
� J n��

a+ f (t) =

�
t
d

dt

�n 
�(�)

�(n� �+ �)

�
log

t

a

�n��+��1!
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et�
t
d

dt

�n�
log

t

a

�n��+��1
= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) :: (n� �+ � � 1� (n� 1))

�
log

t

a

�����1
= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) :: (� � �)

�
log

t

a

�����1
et d�autre coté

�(n� �+ �) = (n� �+ � � 1) � (n� �+ � � 1) ; � (x+ 1) = x� (x)

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) � (n� �+ � � 2)

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) �(� � �):

donc

(D�a+f) (t) =
�(�)

�(n� �+ �)
(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �)

�
log

t

a

�����1
=

(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) �(�)

(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) �(� � �)

�
log

t

a

�����1
=

�(�)

�(� � �)

�
log

t

a

�����1
:

2. De même manière.

Remarque 1.4.5 Pour � = � � 1; a = 1 on a�
D�1+ (log t)

�
�
(t) = �(�+1)

�(n��+�+1) (n� �+ �) (n� �+ �� 1) ::: (�+ 1� �) (log t)���

= �(�+1)
�(n��+�+1) (n� (�� �)) (n� 1� (�� �)) ::: (1� (�� �)) (log t)���

=

8<:
�(�+1)

�(���+1) (log t)
��� ; si �� � =2 f1; 2; :::; ng

0; si �� � 2 f1; 2; :::; ng
; � > �1:

Si �� � 2 f1; 2; :::; ng ) �� � = m) � = ��m; m 2 f1; 2; :::; ng C-à-d�
D�1+ (log t)

��m� = 0; m 2 f1; 2; :::; ng

Proposition 1.4.6 [7]. Soit � > 0; et � > 0:

Si 1 � p � 1, alors, pour f 2 Lp (a; b)

HD�a+ J �
a+f = J

���
a+ f et HD�b� J �

b�f = J
���
b� f :

En particulaire, si � = m 2 N; alors

HDma+ J �
a+f = J

��m
a+ f et HDmb� J �

b�f = J
��m
b� f: .
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Proposition 1.4.7 [7]. Soit � > 0; et 1 � p � 1, alors, pour f 2 Lp (a; b).

HD�a+ J �
a+f = f (c � 0) :

HD�b� J �
b�f = f (c � 0) :

Théorème 1.4.2 [7]. Soit � > 0; et f 2 L (a; b) et
�
J n��
a+ f

�
(t) 2 ACn� [a; b]. Alors

�
J �
a+

HD�a+f
�
(t) = f (t)�

nX
k=1

�
�n�k

�
J n��
a+ f

��
(a)

� (�� k + 1)

�
log

t

a

���k
:

En particulaire, si � = n 2 N et f 2 ACn� [a; b] ; alors

�
J n
a+

HDna+f
�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

�
�kf
�
(a)

k!

�
log

t

a

�k
:

22



Chapitre 2

Equations di¤érentielles

fractionnaires de type Hadamard

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des

résultats fondamentaux de la théorie de l�analyse fonctionnelle (principe de contraction de

Banach, équicontinuité, théorème de Schauder, théorème d�Arzela-Ascoli,...) qui représen-

tent un outils indispensable dans notre étude.

On abordera ensuite, la question d�existence et d�unicité de la solution pour le problème

aux limites d�équation di¤érentielle d�ordre fractionnaire de type Hadamard suivant :8<: HD�u(t) = f(t; u); 1 < t < e; 1 < � � 2
u(1) = 0; u(e) = J �

1+u(e) =
1

�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 u(s)

s
ds; � > 0

; (2.0.1)

Où HD est la dérivée d�ordre fractionnaire de type Hadamard, f : [1; e] � R ! R est une

fonction continue.

2.1 Quelques théorèmes de point �xe

Dans cette section on a destiné aux di�érents outils et résultats de la théorie de l�analyse fonc-

tionnelles utilisés par la suite : principe de contraction de Banach, équicontinuité, théorème

de Schauder, théorème d�Arzela-Ascoli,...
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2.1. Quelques théorèmes de point �xe

Dé�nition 2.1.1 Soit (E; d) un espace métrique complet et F : E ! E une application

continue.

i) On dit que x 2 E est un point �xe de F si f(u) = u:

ii) On dit que F est contractante si elle est lipschitzienne de rapport 0 < L < 1; c�est-à-dire

s�il existe 0 < L < 1, tel que

8u; v 2 E; d (F (u); F (v)) � Ld (u; v) ; 0 < L < 1:

Dé�nition 2.1.2 (Complètement continue)

Soient X et Y deux espaces de Banach et F : X ! Y une application dé�nie de X à

valeurs dans F: On dit que F est complètement continue si elle est continue et transforme

tout borné de X en un ensemble relativement compact dans Y: F est dite compacte si F (X)

est relativement compacte dans Y:

Théorème 2.1.1 (Banach [5])

Soient X un espace de Banach, et un opérateur contractant F : X ! X:Alors F admet un

point �xe unique.

i.e 9!u 2 X tel que Fu = u:

Le deuxième théorème de point �xe qu�on va énnoncer est celui de Schauder.

Théorème 2.1.2 (Schauder [5])

Soit (E; d) un espace metrique complet, et X une partie convexe et fermée de E; et soit

F : X ! X une application telle que l�ensemble fFu : u 2 Xg est relativement compacte
dans E: Alors F possède au moins un point �xe.

Théorème 2.1.3 (Leray-SchauderAlternative [5]) Soit X un espace de Banach, C

un sous-ensmble convexe et fermé dans X; U est un sous-ensmble ouvert de C et 0 2
U: Supposons que F : �U �! C un opérateur continu et compact (F ( �U) est ralativement

compact de C ). Alors

(i) F admet un point �xe de �U: ou

(ii) Il existe un u 2 @U et � 2 (0; 1) avec u = �F (u)
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2.2. Lemmes fondamentaux

Théorème 2.1.4 (Schaefer [5])

Soient X un espace de Banach et F : X ! X un opérateur complètement continu. Si

l�ensemble

E = fu 2 X : �Fu = u; � 2 ]0; 1[g

est borné, alors F possède au moins un point �xe.

Théorème 2.1.5 (Krasnoselskii [5])

Soit M un sous ensmble fermé et borné, convexe et non vide d�un espace de Banach X.

Soient A;B deux opérateures tels que

(a) Ax+By 2M; 8x; y 2M
(b) A est compact et continu

(c) B est un opérateur contractante.

Alors il existe z 2M tel que z = Az +Bz:

En�n, nous rappelons le théorème d�Arzela-Ascoli

Théorème 2.1.6 (Ascoli-Arzelà [5])

Soit A un sous ensemble de C(J ;E);A est relativement compact dans C(J ;E) si et

seulement si les conditions suivantes sont véri�ées :

i) L�ensembleA est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

kfk � K pour tout x 2 J et f 2 A:

ii) L�ensemble A est équicontinue. i.e pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que

jt1 � t2j < � =) kf(t1)� f(t2)k � " pour tous t1; t2 2 J et f 2 A:

iii) Pour tout x 2 J l�ensemble ff(x); f 2 Ag � E est relativement compact.

2.2 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.1 Soit � > 0: Si nous supposons que u 2 C (1; e) \ L (1; e) ; alors l�equation
di¤érentielle fractionnaire de type Hadamard:

HD�1+u (t) = 0; 1 < t < e; (2.2.1)
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admet une solution générale unique

u (t) = C1 (log t)
��1 + C2 (log t)

��2 + � � �+ Cn (log t)
��n :

Preuve. Soit � > 0: D�après la Remarque 1.4.5, on a:

HD�1+ (log t)
��m = 0; avec m = 1; 2; : : : ; n:

Alors l�équation di¤érentielle fractionnaire, admet une solution particulière, comme

u (t) = Cm(log t)
��m; avec m = 1; 2; : : : ; n: (2.2.2)

où Cm 2 R:
Donc la solution générale de (2:2:1); donné comme une somme des solutions particulières

(2:2:2); C.-à-d.

u (t) = C1 (log t)
��1 + C2 (log t)

��2 + � � �+ Cm (log t)
��m ;

où Cm 2 R; avec m = 1; 2; : : : ; n:

Lemme 2.2.2 Soit � > 0; supposons que

u 2 L (1; e) ; et
�
J n��
1+ f

�
(t) 2 ACn� [1; e] :

Alors:

J �
1+

HD�1+u (t) = u (t)� C1 (log t)
��1 � C2 (log t)

��2 � � � � � Cm (log t)
��m : (2.2.3)

où Cm 2 R; avec m = 1; 2; : : : ; n:

Preuve. Soit � > 0: Pour tout u 2 L (1; e) ; et
�
J n��
1+ f

�
(t) 2 ACn� [1; e] (théorème

1.4.2) on a

�
J �
1+

HD�1+u
�
(t) = f (t)�

nX
k=1

�
�n�k

�
J n��
1+ u

��
(1)

� (�� k + 1)
(log t)��k

= u (t)�

24 (�n�1(J n��
1+

u))(1)
�(�)

(log t)��1 +
(�n�2(J n��

1+
u))(1)

�(��1) (log t)��2+

:::+
(J n��

1+
u)(1)

�(��n+1) (log t)
��n

35
On pose Cm =

(�n�m(J n��
1+

u))(1)
�(��m+1) 2 R; pour chaque m = 1; 2; : : : ; n; on trouve l�égalité 2.2.3.
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2.2. Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.3 [2]. Soit 1 < � � 2; � > 0; et y 2 C ([1; e]) :
Alors l�unique solution de problème aux limites :8<: HD�u(t) = y(t); 1 < t < e

u(1) = 0; u(e) = J �
1+u(e) =

1
�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 u(s)

s
ds:

(2.2.4)

est donné par :

u(t) = J �y(t) +
�(� + �)(log t)��1

�(� + �)� �(�) [J
�+�
1+ y(e)� J �

1+y(e)] (2.2.5)

Preuve. Supposons que u satisfait le problème 2.2.4, alors on a

HD�u(t) = y(t)

En appliquant l�opérateur d�intégration fractionnaire J �
1+ aux deux membres de l�équation

ci-dessus nous obtenons

J �
1+

HD�1+u (t) = J �
1+y (t) ;

D�après le Lemme 2.2.2, pour 1 < � � 2 (n = [�] + 1 = 2) ; on a :

J �
1+

HD�1+u (t) = u (t)� C1 (log t)
��1 � C2 (log t)

��2 ; C1; C2 2 R;

donc

u (t) = J �
1+y (t) + C1 (log t)

��1 + C2 (log t)
��2 : (2.2.6)

Les conditions aux limites implique que : u(1) = 0) C2 = 0; et8>>><>>>: u(e) = J �
1+u(e) )

J �
1+y (e) + C1 = J �

1+

�
J �
1+y (t) + C1 (log t)

��1� (e)
J �
1+y (e) + C1 = J �+�

1+ y (e) + C1
�(�)
�(�+�)

C1 =
�(�+�)

(�(�+�)��(�)) [J
�+�
1+ y(e)� J �

1+y(e)]

;

substituant les valeurs de C1; C2 dans (2.2.6) nous obtenons l�équation (2.2.5),

u(t) = I�y(t) +
�(� + �)(log t)��1

�(� + �)� �(�) [J
�+�
1+ y(e)� J �

1+y(e)]

=
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

y(s)

s
ds

+
�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

y(s)

s
ds

� 1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

y(s)

s
ds]:

La preuve est complet.
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2.3 Résultats d�éxistence et d�unicité

Dans cette section, on donne les conditions de l�existence et l�unicité de la solution du prob-

lème (2.0.1) dans l�espace C ([1; e] ;R), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

On dé�nie l�opérateur F : C([1; e];R) �! C([1; e];R) par :

Fu(t) =
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

f(s; u(s))

s
ds

+
�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

f(s; u(s))

s
ds

� 1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

f(s; u(s))

s
ds]; (2.3.1)

et

! =
1

�(�+ 1)
+

�(� + �)

(�(� + �)� �(�))

�
1

�(� + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

�
: (2.3.2)

Théorème 2.3.1 [2]. Soit f : [1; e]� R �! R une fonction continue véri�ant :

Il existe une constante L1 > 0 telle que

(H1) jf(t; u)� f(t; v)j � L1 ju� vj ; 8t 2 [1; e] et 8u; v 2 R

et

L1! < 1 (2.3.3)

Alors le problème (2.0.1) admet une solution unique dans [1; e]:

Preuve. D�après le lemme 2.2.1, on transforme le problème (2.0.1) en un problème au

point �xe u = Fu:et Fu dé�ni par (2.3.1),

Fu(t) =
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

f(s; u(s))

s
ds

+
�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

f(s; u(s))

s
ds

� 1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

f(s; u(s))

s
ds]:

Il est clair, que les points �xes de l�opérateur F sont les solutions du problème (2.0.1), F

est bien dé�ni. Pour montrer que F admet un point �xe, il su¢ t de montrer que F est une
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contraction, nons utilisous le prencipe de contraction de Banach.

�xier max
t2[1;e]

jf(t; 0)j =M <1;

Br = fu 2 C([1; e];R) : kuk � rg

et choisser r � M!
1�L1 ; nous montrons que F (Br) � Br,pour u 2 Br; on a

kFuk � max
t2[1;e]

f 1
�(�)

R t
1
(log t

s
)��1 jf(s;u(s))j

s
ds

+�(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) [
1

�(�+�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 jf(s;u(s))j

s
ds+ 1

�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 jf(s;u(s))j

s
ds]g

� max
t2[1;e]

f 1
�(�)

R t
1
(log t

s
)��1 (jf(s;u(s))�f(s;0)j+jf(s;0)j)

s
ds

+�(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) [
1

�(�+�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 (jf(s;u(s))�f(s;0)j+jf(s;0)j)

s
ds

+ 1
�(�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 (jf(s;u(s))�f(s;0)j+jf(s;0)j)

s
ds]g

� (L1r +M)max
t2[1;e]

f 1
�(�)

R t
1
(log t

s
)��1 1

s
ds

+�(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) [
1

�(�+�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 1

s
ds+ 1

�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 1

s
ds]g

� (L1r +M)max
t2[1;e]

f (log t)
�

�(�+1)
+ �(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) (
1

�(�+�+1)
+ 1

�(�+1)
)g

� (L1r +M)!

� r;

ce qui prouve que F (Br) � Br:

Maintenant soit u; v 2 C([1; e];R); alors, pour tout t 2 [1; e] on a
j(Fu)(t)� (Fv)(t)j � max

t2[1;e]
f 1
�(�)

R t
1
(log t

s
)��1 (jf(s;u(s))�f(s;v(s))j

s
ds

+�(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) [
1

�(�+�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 (jf(s;u(s))�f(s;v(s))j

s
ds

+ 1
�(�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 (jf(s;u(s))�f(s;v(s))j

s
ds]g

� L1 ku� vk max
t2[1;e]

f 1
�(�)

R t
1
(log t

s
)��1 1

s
ds

+�(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) [
1

�(�+�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 1

s
ds

+ 1
�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 1

s
ds]g

� L1! ku� vk
Donc

kFu� Fvk � L1! ku� vk :

En vertu de (2.3.3), on peut déduire que F est une contraction, et d�après le théorème de

Banach 2.1.1, F admet un seul point �xe qui est une solution du problème (2.0.1).
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Notre deuxième résultat pour le problème (2.0.1) est basé sur le théorème du point �xe

de Krasnoselskii 2.1.5.

Théorème 2.3.2 [2]. Soit f : [1; e]�R �! R une fonction continue satisfaisant (H1). En

outre, nous véri�ons que

(H2) jf(t; x)j � �(t);8(t;u) 2 [1; e]� R; et � 2 C([1; e]� R+):

Si
�(� + �)

(�(� + �)� �(�))

�
1

�(� + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

�
< 1: (2.3.4)

Alors le problème (2.0.1) admet au moins une solution dans [1; e]

Preuve. On dé�nie sup
t2[1;e]

j�(t)j = k�k ; et choisirons une constante �r telle que

�r � k�k!;

où ! est donné par (2.3.2).

Soient B�r = fu 2 C([1; e]) : kuk � �rg ; On dé�nie les opérateures P; Q par suite

(Pu)(t) =
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

f(s; u(s))

s
ds:

(Qu)(t) =
�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

f(s; u(s))

s
ds

� 1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

f(s; u(s))

s
ds]:

Pour u; v 2 B�r;nous avons

kPx�Qyk � k�k f 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

1

s
ds

+
�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

1

s
ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

1

s
ds]g

� k�k!

� �r
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Aussi, Pu+Qv 2 B�r; le résulte de l�hypothése (H1) avec (2.3.4) Q est une de contraction.

La continuité de f implique que l�opérateur P est continu. En outre, P est uniformément

borné sur B�r;

kPuk � k�k
�(�+ 1)

:

Maintenant, nous prouvons la compacité de l�opérateur Q:

On de�nie sup
t2[1;e]�B�r

jf(t; u)j = �f <1; � 1; � 2 2 [1; e]; avec � 1 < � 2 et par conséquent on a

jP (u)(� 2)� P (u)(� 1)j �
�f

�(�)

����Z �1

1

(log
� 1
s
)��1

1

s
ds�

Z �2

1

(log
� 2
s
)��1

1

s
ds

����
�

�f

�(�)

����Z �1

1

[(log
� 1
s
)��1 � (log � 2

s
)��1]

1

s
ds

����+ �f

�(�)

����Z �2

�1

(log
� 2
s
)��1

1

s
ds

����
�

�f

�(�+ 1)
[j(log � 1)� + (log � 2 � log � 1)� � (log � 2)�j+ j(log � 2 � log � 1)�j]:

quand � 1 ! � 2 le membre droit de l�inégalité ci-dessus tend vers zéro. D�aprés le théorème

d�Ascoli-Arzélà 2.1.6, Q est relativement compact pour tout borné de B�r:

Comme une conséquence du théorème de point �xe de Krasnoselskii 2.1.5. On déduit que

Pu+Qv admet au moins un point �xe qui est une solution du problème (2.0.1).

Maintenant on va donner un résultat d�existence basé sur le théorème de point �xe de

Leray�Schauder Alternative (2.1.3).

Théorème 2.3.3 [2]. Soit f : [1; e]� R �! R une fonction continue telle que

(H3) Il existe une fonction continue non décroissante  : [0;1) �! [0;1);et une fonction
P 2 C([1; e];R+) telle que

jf(t; u)j � P (t) (juj); pour tout (t; u) 2 [1; e]� R:

(H4) Il existe une constante M > 0 telle que

M

 (M) kPk
n

1
�(�+1)

+ �(�+�)
(�(�+�)��(�))

�
1

�(�+�+1)
+ 1

�(�+1)

�o > 1:

Alors le problème aux limites (2.0.1) admet au moins une solution dans [1; e]:
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Preuve. Soit

Br = fu 2 C([1; e];R) : kuk � rg :

Il est clair que le sous-ensemble Br est fermé et convexe. Nous allons montrer que F dé�nie

par (2.3.1) satisfait les l�hypothéses du théorème de point �xe de Leray�Schauder Alternative

2.1.3.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. F est continu. Soit fxng une suite telle que xn ! x dans C([1; e];R), Alors

pour tout t 2 [1; e]

j(Fxn)(t)� (Fx)(t)j �
���� 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

jf(s; xn(s))� f(s; x(s))j
s

ds

����
+

������
�(�+�)(log t)��1

(�(�+�)��(�)) [
1

�(�+�)

R e
1
(log e

s
)�+��1 jf(s;xn(s))�f(s;x(s))j

s
ds

� 1
�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 jf(s;xn(s))�f(s;x(s))j

s
ds]

������
� ! kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k

Puisque f est continue alors kF (xn)(t)� F (x)(t)k ! 0 quand n ! 1, d�où la continuité
de F:

Etape 2. F transforme Br en un ensemble borné de C([1; e];R);

jFu(t)j � max
t2[1;e]

f 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

jf(s; u(s))j
s

ds

+
�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

jf(s; u(s))j
s

ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

jf(s; u(s))j
s

ds]g

� max
t2[1;e]

f (kuk) kPk
�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

1

s
ds

+
 (kuk)�(� + �)(log t)��1

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

1

s
ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

1

s
ds]g;

par coséquent

kFuk �  (u) kPk
�

1

�(�+ 1)
+

�(� + �)

(�(� + �)� �(�))

�
1

�(� + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

��
:
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Etape 3. F transforme Br en un ensemble équicontinue de C([1; e];R):

Soit f 2 C([1; e];R); � 1; � 2 2 [1; e] avec � 1 < � 2 et u 2 Br: Alors on a

jF (u)(� 2)� F (u)(� 1)j �
 (u) kPk
�(�)

����Z �1

1

(log
� 1
s
)��1

1

s
ds�

Z �2

1

(log
� 2
s
)��1

1

s
ds

����
+
 (u) kPk�(� + �) j(log � 2)��1 � (log � 1)��1j

(�(� + �)� �(�)) [
1

�(� + �)

Z e

1

(log
e

s
)�+��1

1

s
ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

1

s
ds];

quand � 1 ! � 2 Le membre droit de l�inégalité ci-dessus tend vers zéro. D�apés le théorème

d�Ascoli-Arzélà 2.1.6, F est relativement compact pour tout borné de Br. Alors F est

complètement continu.

Soit u une solution de problème (2.0.1). Alors pour t 2 [1; e];et d�aprés une calculs similaires
à la premiére étape nous avons

kuk �  (kuk) kPk
�

1

�(�+ 1)
+

�(� + �)

(�(� + �)� �(�))

�
1

�(� + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

��
où

k u k
 (kuk) kPk

n
1

�(�+1)
+ �(�+�)

(�(�+�)��(�))

�
1

�(�+�+1)
+ 1

�(�+1)

�o � 1
En vue de (H4), il existe M telle que kuk 6=M: On dé�nir

U = fu 2 C([1; e];R) : kuk < Mg:

On notera que l�opérateurF : �U ! C([1; e];R); est continu et complètement continu. Du

choix de U; il n�y a pas u 2 @U tel que u = �Fu; � 2 (0; 1): Par conséquent, par l�alternative
non-linéaire de type Leray-Schauder (théorème 2.1.3), nous déduire que F a un point �xe

u 2 �U qui est une solution du problème (2.0.1).

2.4 Exemples

Exemple 2.4.1 Considireant le problème aux limites suivant8<: HD 3
2u(t) = L

2
(sinu+ juj3

1+juj3 ) +
p
t+1
e
; 1 < t < e

u(1) = 0; u(e) = J 1
2u(e):

; (2.4.1)
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Ici � = 3
2
; � = 1

2
; et

f(t; u) =
L

2
(sinu+

juj3

1 + juj3
) +

p
t+ 1

e
;

on dé�nie

! =
1

�(�+ 1)
+

�(� + �)

(�(� + �)� �(�))

�
1

�(� + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

�
=

16�
p
�

3
p
�(2�

p
�)
:

Alors on a

jf(t; u)� f(t; v)j � L

2

�����sinu+ juj3

1 + juj3
� sin v + jvj3

1 + jvj3

����� � L ju� vj :

avec

L! =
3
p
�(2�

p
�)

16�
p
�

< 1;

la condition (2.3.3) est satisfaite, Par conséquent d�après le théorème 2.3.1, le problème

(2.4.1) a une solution unique dans [1; e]:

Exemple 2.4.2 Considerant le problème aux limites suivant8<: HD 3
2u(t) = ln t

2
1
1+u

; 1 < t < e

u(1) = 0; u(e) = J 1
2u(e):

(2.4.2)

Ici � = 3
2
; � = 1

2
; et

f(t; u) =
ln t

2

1

1 + u

on dé�nie

! =
1

�(�+ 1)
+

�(� + �)

(�(� + �)� �(�))

�
1

�(� + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

�
=

3
p
�(2�

p
�)

16�
p
�

:

Alors on a

jf(t; u)� f(t; v)j � 1

2

����ln t 1

1 + u
� ln t 1

1 + v

����
� 1

2
ju� vj :
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2.4. Exemples

avec

L! =
1

2

3
p
�(2�

p
�)

16�
p
�

< 1;

la condition (2.3.3) est satisfaite, Par conséquent d�après le théorème 2.3.1, le problème

(2.4.2) a une solution unique dans [1; e]:
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Chapitre 3

Système d�equations di¤érentielles

fractionnaires de type Hadamard

Dans ce chapitre, on va étudier l�existence et l�unicité de la solution de problème aux limites

d�un systéme d�equation di¤érentielle fractionnaire de type Hadamard s�écrit comme :8>>>>><>>>>>:

HD�u(t) = f(t; u(t); v(t)); 1 < t < e; 1 < � � 2
HD�v(t) = g(t; u(t); v(t)); 1 < t < e; 1 < � � 2
u(1) = 0; u(e) = J 
u(�1) =

1
�(
)

R �1
1
log(�1

s
)
�1 u(s)

s
ds; 
 > 0; 1 < �1 < e

v(1) = 0; v(e) = J 
v(�2) =
1

�(
)

R �2
1
log(�2

s
)
�1 u(s)

s
ds; 
 > 0; 1 < �2 < e

; (3.0.1)

où D�; (� = �:�); est la dérivée fractionnaire de Hadamard d�ordre �; J 
 est l�intégrale

fractionnaire d�ordre 
; f; g : [1; e]� R� R! R sont des fonctions continues.

3.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 3.1.1 [1]. Soit 1 < q � 2 et soit z 2 C([1; e];R);la solution du problème linéaire8<: HDqu(t) = z(t)

u(1) = 0; u(e) = J 
u(�) = 1
�(
)

R �
1
log( �

s
)
�1 u(s)

s
ds; 1 < � < e

; (3.1.1)

est équivalent à l�equation intégrale

u(t) = J qz(t) +
(log t)q�1

Q
[J 
+qz(�)� J qz(e)]; (3.1.2)
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3.1. Lemmes fondamentaux

où

Q =
1

1� �(q)
�(
+q)

(log �)
+q�1
; et

�(q)

�(
 + q)
(log �)


+q�1 6= 1

Preuve. La solution de l�equation di¤érentielle (3.1.1), peut être écrit comme

u(t) = J qz(t) + C1(log t)
q�1 + C2(log t)

q�2; (3.1.3)

où C1 et C2 sont des constantes arbitraires.

Maintenant, en utilisant la condition initiale u(1) = 0 on trouve C2 = 0 et

C1 =
1

1�
R �
1
(log �

s
)
�1 (log s)

q�1

s
ds
[J 
+qz(�)� J qz(e)];

substituant les valeurs de C1 et C2 dans (3.1.3) nous obtenons l�équation (3.1.2).

Lemme 3.1.2 [1]. Soit 1 < � � 2; 1 < � � 2 et z1; z2 2 C([1; e];R): La solution du

problème linéaire8>>>>><>>>>>:

HD�u(t) = z1(t); 1 < t < e; 1 < � � 2
HD�v(t) = z2(t); 1 < t < e; 1 < � � 2
u(1) = 0; u(e) = J 
u(�1) =

1
�(
)

R �1
1
log(�1

s
)
�1 u(s)

s
ds; 
 > 0; 1 < �1 < e

v(1) = 0; v(e) = J 
v(�2) =
1

�(
)

R �2
1
log(�2

s
)
�1 u(s)

s
ds; 
 > 0; 1 < �2 < e

;

est équivalent à le système d�equation intégrable

u(t) = J �z1(t) +
(log t)��1

Q1
[J 
+�z1(�1)� J �z1(e)];

v(t) = J �z1(t) +
(log t)��1

Q2
[J 
+�z2(�2)� J �z2(e)];

où

Q1 =
1

1� �(�)
�(
+�)

(log �1)

+��1

; et
�(�)

�(
 + �)
(log �1)


+��1 6= 1:

Q2 =
1

1� �(�)
�(
+�)

(log �2)

+��1

; et
�(�)

�(
 + �)
(log �2)


+��1 6= 1:

Preuve. D�après le lemme 3.1.1, posons q = �; � = �1 et q = �; � = �2 respectivement.
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3.2. Résultats d�éxistence et d�unicité

3.2 Résultats d�éxistence et d�unicité

Introduisons l�espace X = fu (t) =u 2 C([1; e];R)g muni de la norme

kuk = max
t2[1;e]

ju (t)j :

Evidemment (X; kuk) est un espace de Banach. Aussi Y = fv (t) =v 2 C([1; e];R)g muni
de la norme

kvk = max
t2[1;e]

jv (t)j ;

aussi (Y ; kvk) est un espace de Banach.
Ensuite, l�espace produit (X � Y ; k(u; v)k) est aussi un espace de Banach muni de la norme

k(u; v)k = kuk+ kvk :

On dé�nie l�operateur T : X � Y ! X � Y par

T (u; v)(t) =

0@ T1(u; v)(t)

T2(u; v)(t)

1A (3.2.1)

où

T1(u; v)(t) =
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

f(s; u(s); v(s))

s
ds

+
(log t)��1

A
[

1

�(
 + �)

Z �1

1

(log
�1
s
)
+��1

f(s; u(s); v(s))

s
ds

� 1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

f(s; u(s); v(s))

s
ds]: (3.2.2)

et

T2(u; v)(t) =
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

g(s; u(s); v(s))

s
ds

+
(log t)��1

B
[

1

�(
 + �)

Z �2

1

(log
�2
s
)
+��1

g(s; u(s); v(s))

s
ds

� 1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

g(s; u(s); v(s))

s
ds]: (3.2.3)

avec
A = 1

1� �(�)
�(
+�)

(log �1)

+��1 ; B = 1

1� �(�)
�(
+�)

(log �2)

+��1

�(�)
�(
+�)

(log �1)

+��1 6= 1; �(�)

�(
+�)
(log �2)


+��1 6= 1
:
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Nous dé�nissons

M1 =
1

�(�+ 1)
+
1

jAj

�
(log �1)


+�

�(
 + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

�
; (3.2.4)

M2 =
1

�(� + 1)
+

1

jBj

�
(log �2)


+�

�(
 + � + 1)
+

1

�(� + 1)

�
: (3.2.5)

Théorème 3.2.1 [1]. Supposons que :

Il existe des constantes réelles ki; �i � 0; (i = 1; 2) et k0 > 0; �0 > 0 telles que 8xi 2 R; i =
1; 2; on a

jf(t; x1; x2)j � k0 + k1 jx1j+ k2 jx2j ;

jg(t; x1; x2)j � �0 + �1 jx1j+ �2 jx2j ;

avec

M1k1 +M2�1 < 1 et M1k2 +M2�2 < 1

où M1et M2 est donnée par (3.2.4) et (3.2.5) respectivement.

Alors le système (3.0.1) admet au moins une solution dans [1; e]:

Preuve. Tout d�abord, nous montrons que l�opérateur T : X � Y ! X � Y dé�nie par

(3.2.1) est complément continu. Par la continuté de la fonction f et g; l�opérateur T est

évidemment continu.

Soit 
 � X � Y est bornée. Alors il existe des constantes positives L1 et L2 telles que

jf (t; u(t); v(t))j � L1; jg (t; u(t); v(t))j � L2; 8(u; v) 2 
:

Alors pour tout (u; v) 2 
; on a

jT1(u; v)(t)j �
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

jf(s; u(s); v(s))j
s

ds

+
(log t)��1

jAj [
1

�(
 + �)

Z �1

1

(log
�1
s
)
+��1

jf(s; u(s); v(s))j
s

ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

jf(s; u(s); v(s))j
s

ds]:

� L1
�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

1

s
ds

+
L1
jAj [

1

�(
 + �)

Z �1

1

(log
�1
s
)
+��1

1

s
ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

1

s
ds];
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ce qui implique que

kT1(u; v)(t)k � L1f
�

1

�(�+ 1)
+
1

jAj

�
(log �1)


+�

�(
 + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

��
= L1M1:

De même, nous obtenons

kT2(u; v)(t)k � L2

�
1

�(� + 1)
+

1

jBj

�
(log �2)


+�

�(
 + � + 1)
+

1

�(� + 1)

��
= L2M2:

Il résulte donc l�opérateur T est uniformément borné.

Ensuite, nous montrons que T est équicontinue.

Soient � 1; � 2 2 [1; e] avec � 1 < � 2: Alors nous avons

jT1(u; v)(� 2)� T1(u; v)(� 1)j �
1

�(�)

������
R �2
1
(log �2

s
)��1 jf(s;u(s);v(s))j

s
ds

�
R �1
1
(log �1

s
)��1 jf(s;u(s);v(s))j

s
ds

������
+

������
(log �2)��1�(log �1)��1

A
[ 1
�(�+�)

R �1
1
(log �1

s
)�+��1 jf(s;u(s);v(s))j

s
ds

� 1
�(�)

R e
1
(log e

s
)��1 jf(s;u(s);v(s))j

s
ds]

������
� L1

�(�+ 1)
[j(log � 2)� � (log � 1)�j+ 2(log(

� 2
� 1
))�]

+L1

����(log � 2)��1 � (log � 1)��1A
[

1

�(
 + �+ 1)
(log �1)


+� +
1

�(�+ 1)
]

���� :
De même, nous obtenons

jT2(u; v)(� 2)� T2(u; v)(� 1)j �
L2

�(� + 1)
[
��(log � 2)� � (log � 1)���+ 2(log(� 2

� 1
))�)]

+L2

����(log � 2)��1 � (log � 1)��1B
[

1

�(
 + �+ 1)
(log �2)


+� +
1

�(� + 1)
]

���� :
Donc l�opérateur T (u; v) est équicontinue, Alors l�opérateur T (u; v) est complément continu.

En�n, il sera montré que l�ensemble

E = f(u; v) 2 X � Y j (u; v) = �T (u; v); 0 � � � 1g

est borné.

Soit (u; v) 2 E ; alors (u; v) = �T (u; v) pour tout t 2 [1; e] on a

u(t) = �T1(u; v)(t); v(t) = �T2(u; v)(t);

alors

ju(t)j �
�

1

�(�+ 1)

1

jAj

�
1
(log �1)


+�

�(
 + �+ 1)
+

1

�(�+ 1)

��
(k0 + k1kuk+ k2kvk);
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et

jv(t)j �
�

1

�(� + 1)
+

1

jBj

�
(log �2)


+�

�(
 + � + 1)
+

1

�(� + 1)

��
(�0 + �1kuk+ �2kvk);

par conséquent, nous avons

kuk �M1(k0 + k1kuk+ k2kvk);

et

kvk �M2(�0 + �1kuk+ �2kvk);

ce qui imlique que

kuk+ kvk � (M1k0 +M2�0) + (M1k1 +M2�1)kuk+ (M1k2 +M2�2)kvk;

Par conséquence

k(u; v)k � M1k0 +M2�0
M0

;

pour tout t 2 [1; e];où M0 est dé�nie par

M0 = minf1� (M1k1 +M2�1); 1� (M1k2 +M2�2)g;

cela prouve que E est borné ainsi par le théorème 2.1.3, l�opérateur T a au moins un point
�xe, donc le système (3.0.1) admet au moins une solution dans [1; e]:

Dans le deuxième résultat,nous prouvons que l�unicité de la solution pour le système

(3.0.1) via le principe de la cartographie de contraction Banach

Théorème 3.2.2 [1]. Supposons que f; g : [1; e]�R2 ! R sont des fonctions continues, et

il existe des constantes positives mi; ni; i = 1; 2 telles que pour tout t 2 [1; e] et ui; vi 2 R

jf(t; u1; u2)� f(t; v1; v2)j � m1 ju1 � v1j+m2 ju2 � v2j ;

et

jg(t; u1; u2)� g(t; v1; v2)j � n1 ju1 � v1j+ n2 ju2 � v2j :

Alors le système (3.0.1) admet une solution uinque dans [1; e] si

M1(m1 +m2) +M2(n1 + n2) < 1; (3.2.6)

où M1 et M2 sont donnés par (3.2.4) et (3.2.5) respectivement.
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3.2. Résultats d�éxistence et d�unicité

Preuve. On dé�nie supt2[1;e] f(t; 0; 0) = N1 < 1; supt2[1;e] g(t; 0; 0) = N2 < 1; et

choisissez

r � N1M1 +N2M2

1�M1(m1 +m2)�M2(n1 + n2)
;

nous montrons que T (Br) � Br où

Br = f(u; v) 2 X � Y : k(u; v)k � rg;

et l�opérateur T est dé�nie par (3.2.1).

Pour (u; v) 2 Br; on a

jT1(u; v)(t)j � max
t2[1;e]

f 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

jf(s; u(s); v(s))j
s

ds

+
1

jAj [
1

�(
 + �)

Z �1

1

(log
�1
s
)
+��1

jf(s; u(s); v(s))j
s

ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

jf(s; u(s); v(s))j
s

ds]g

� max
t2[1;e]

f 1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

(jf(s; u(s); v(s))� f(s; 0; 0)j+ jf(s; 0; 0)j)
s

ds

+
1

jAj [
1

�(
 + �)

Z �1

1

(log
�1
s
)
+��1

(jf(s; u(s); v(s))� f(s; 0; 0)j+ jf(s; 0; 0)j)
s

ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

(jf(s; u(s); v(s))� f(s; 0; 0)j+ jf(s; 0; 0)j)
s

� M1 [(m1 +m2)r +N1] ;

par conséquent

kT1(u; v)k �M1[(m1 +m2)r +N1]:

De même manière, nous obtenons

kT2(u; v)k �M2[(n1 + n2)r +N2];

ainsi, nous avons

kT (u; v)k � r:
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3.3. Exemple

Maintenant pour (u2; v2); (u1; v1) 2 X � Y , et pour tout on a

jT1(u2; v2)(t)� T1(u1; v1)(t)j �
1

�(�)

Z t

1

(log
t

s
)��1

jf(s; u2; v2)� f(s; u1; v1)j
s

ds

+
1

jAj [
1

�(
 + �)

Z �1

1

(log
�1
s
)
+��1

jf(s; u2; v2)� f(s; u1; v1)j
s

ds

+
1

�(�)

Z e

1

(log
e

s
)��1

jf(s; u2; v2)� f(s; u1; v1)j
s

ds]

� M1(m1ku2 � u1k+m2kv2 � v1k)

� M1(m1 +m2)(ku2 � u1k+ kv2 � v1k);

par conséquent, nous obtenons

kT1(u2; v2)(t)� T1(u1; v1)(t)k �M1(m1 +m2)(ku2 � u1k+ kv2 � v1k); (3.2.7)

De même,on peut trouver que

kT2(u2; v2)(t)� T2(u1; v1)(t)k �M2(n1 + n2)(ku2 � u1k+ kv2 � v1k); (3.2.8)

Il suit de (3.2.7) et (3.2.8), nous obtenons

kT2(u2; v2)(t)� T2(u1; v1)(t)k � [M1(m1 +m2) +M2(n1 + n2)](ku2 � u1k+ kv2 � v1k):

Depuis la condition (3.2.6), l�opérateurT est un contraction sur l�espace de Banach X � Y;

donc d�après le thèoréme de point �xe de Banach 2.1.1, l�opérateur T a un point �xe unique,

qui est la solution unique de problème aux limites (3.0.1).

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l�utilité de nos principaux ré-

sultats.

Exemple 3.3.1 Considére le problème aux limites de système d�equation di¤érentielles frac-

tionnaires suivant8>>>>><>>>>>:

D 3
2x(t) = 1

4(t+2)2
ju(t)j
1+ju(t)j + 1 +

1
32
sin2 v(t); t 2 [1; e]

D 3
2x(t) = 1

32�
sin(2�u(t)) + jv(t)j

16(1+jv(t)j) +
1
2
; t 2 [1; e]

u(1) = 0; u(e) = J 3
2u(2)

v(1) = 0; v(e) = J 3
2u(5=2)

; (3.3.1)
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3.3. Exemple

Dans cette exemple on a � = 3=2; � = 3=2; 
 = 3=2; �1 = 2 ; �2 = 5=2 et

f(t; u; v) =
1

4(t+ 2)2
ju(t)j

1 + ju(t)j + 1 +
1

32
sin2 v(t);

g(t; u; v) =
1

32�
sin(2�u(t)) +

jv(t)j
16(1 + jv(t)j) +

1

2
;

avec A � 1:27; B � 1:59 et

jf(t; u1; u2)� f(t; v1; v2)j �
1

16
ju1 � u2j+

1

16
jv1 � v2j ;

jg(t; u1; u2)� g(t; v1; v2)j �
1

16
ju1 � u2j+

1

16
jv1 � v2j :

la condition (3.2.6) est véri�ée

M1(m1 +m2) +M2(n1 + n2) � 0:43 < 1:

Alors d�après le théorème 3.2.2, le problème (3.3.1) a une seule solution dans [1; e]:
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d�existence et d�unicité des solutions du

problème aux limites pour des équations et systèmes di¤érentielles d�ordre fractionnaire au

sens de Hadamard avec conditions aux limites et intégrales.

Ces résultats ont été obtenus par l�application de la théorie de point �xe, en particulier

on a utilisé le théorème de point �xe de Banach, Schaefer et Krasnoselskii, Leray�Schauder

Alternative.
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